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Introduction

0.1. Le but de cette note est de présenter de fagon assez élémentaire la notion de
polygone de Newton d’un polynéme et d’expliquer comment, notamment, on peut
en déduire un critere d’irréductibilité des polyndmes a coefficients rationnels (ou,
en réalité, p-adiques).

0.2. Nous commencons par des considérations tres générales sur les valuations sur
un anneau commutatif afin d’éclaircir la signification de ce terme. En réalité, on
n’aura usage que de la valuation p-adique sur les rationnels et de valuations qui
seront explicitement construites a partir d’elles ci-dessous (le lecteur peut donc
omettre cette premiere partie sauf quand il y est explicitement fait référence, et
lire directement a partir de 2.1 ci-dessous).

0.3. Si p est un nombre premier, on définit v,: Z — ZW{oco} qui & un entier n non
nul associe I’exposant de la plus grande puissance de p qui divise n (c’est-a-dire
I’exposant de p dans la décomposition de n en facteurs premiers), et v,(0) = oo.
Cette fonction s’étend a Q par v,(a/b) = v,(a) — v,(b) : les propriétés usuelles
de la décomposition en facteurs premiers montrent qu’il s’agit d’une valuation au
sens de la définition 1.4 plus bas, et on I’appelle la valuation p-adique (sur Z ou

sur Q).

0.4. Exemples : Si n est un entier, on a v3(n) = 0 si et seulement si n est impair,
ve(n) > 1 si et seulement si n est pair, vo(n) > 2 si et seulement si n est multiple
de 4, etc. Pour x rationnel, vo(x) > 0 signifie exactement que le dénominateur



35

réduit de z est impair. Pour x = 22,

onauwvy(xr) = =3, vs(x) = 1, vy(z) = 1,

vin(x) = —1, et v,(z) = 0 pour tout p # {2,5,7,11}. Un résultat classique
d’arithmétique affirme que pour tout n € N on a v,(n!) = > |+], ot |]

désigne la partie entiere.

0.5. Tous les anneaux considérés ici seront implicitement supposés commutatifs
(et unitaires).

1 Généralités sur les valuations

Définition 1.1. On appelle groupe abélien totalement ordonné un groupe abélien
I" muni d’un ordre total < vérifiant la propriété suivante de compatibilité entre
la structure algébrique et la structure d’ordre : si o« < [ et vy sont dans I alors
a+y<pB+.

1.2. Exemples : Tout sous-groupe de R, et notamment Z ou Q ou R lui-méme,
hérite d’une structure de groupe abélien totalement ordonné. S’agissant d’un sous-
groupe de Q, cette structure est d’ailleurs uniquement définie par la condition
1>0.

1.3. On peut par ailleurs remarquer que dans un groupe abélien totalement ordonné
I'onax > Osietseulementsi (—z) < 0, et que I” est nécessairement sans torsion
comme groupe abélien, c’est-a-dire que si x # 0 alors nx # 0 pour tout n # 0
entier (c’est évident pour x > 0 comme pour x < 0).

Définition 1.4. Soit A un anneau non nul. On appelle valuation sur 1I’anneau A une
application v: A — "W {oo}, ot I" est un groupe abélien totalement ordonné (et
W désigne la réunion disjointe), qui vérifie les propriétés suivantes (pour x,y € A
quelconques) :
(0) v(z) = oo si et seulement si x = 0,
(i) v(zy) = v(x) + v(y) avec la convention & + 0o = oo pour tout « €
I'w {0},
(ii) v(z + y) > min(v(x),v(y)) avec la convention co > « pour tout o €
'y {oo}.
Le groupe (ordonné) engendré par v(A \ {0}) dans I" sera appelé groupe de va-
luations.

Faits 1.5. Soit A un anneau muni d’une valuation v. Alorsonav(l) = v(—1) =0
et v(z —y) > min(v(x),v(y)). Si (x;);es est une famille finie d’éléments de A
alors (i) v([ [,c; i) = Do () et Gi) v(D ;o #5) = minger v(w;).
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Démonstration. Immédiat. ]

Fait 1.6. Soit A un anneau muni d’une valuation v. Si (z;);c; est une famille finie
d’éléments de A et si, pour un certain iy € I, ona v(z;,) < v(x;) pour tout i # i,
alors v()_,.; v(x;)) = v(x;,) (autrement dit, on a égalité dans le (ii) de 1.5).

Démonstration. Soity =Y . T;etz = Z#Z_O x;. Le (ii) de 1.5) montre v(y) >
min;es(v(z;)) = v(z;,) mais également v(z) > v(x;,). Comme par ailleurs z;, =
y — z donc v(z;,) > min(v(y),v(z)), on a prouvé v(y) = v(z;,)- O

Proposition 1.7. Si un anneau A est muni d’une valuation v, alors A est un anneau
integre, et la valuation v se prolonge de facon unique en une valuation sur le corps
des fractions K de A. La partie R = {x € K : v(z) > 0} de K est alors
également un anneau intégre, et pour tout + € K> onasoitz € Rsoitz~! € R
(notamment, R a encore K pour corps des fractions).

Démonstration. Dans I'W{oo}, ona a+ 8 = oo si et seulement si I’un de « et de
[ est co. Les conditions (0) et (i) de la définition 1.4 montrent donc que xy = 0 si
et seulement si x = 0 ou y = 0, c’est-a-dire que A est integre. Il est donc 1égitime
de considérer K = Frac(A) le corps des fractions de A. On prolonge v: A —
I'w {oo} en une application KX — "W {oo} en posant v(z/y) = v(z) — v(y) :
la condition (i) de la définition 1.4 montre que ce prolongement est bien défini,
et il est facile de vérifier qu’il s’agit encore d’une valuation (sur le corps K), qui
est bien entendu 1’unique valuation sur K prolongeant la valuation donnée sur A
(puisque la relation v(x/y) = v(z) — v(y) était nécessaire).

Le fait que R = {z € K : v(z) > 0} soit un sous-anneau de K est une consé-
quence immédiate des propriétés définissant une valuation (R est stable par addi-
tion et par multiplication, et v(1) = 0 a été vu en 1.5). Cet anneau est bien entendu

integre (étant un sous-anneau d’un corps). Etsi z € K*, comme v(z™1) = —v(x)
(puisqu’on a déja remarqué v(1) = 0), on a soit v(x) > 0 soit v(x~1) > 0. ]

Définition 1.8. On appelle anneau de valuation un anneau integre R tel que pour

tout élément non nul = du corps des fractions K de R on ait soit z € R soit
-1

x € R.

Proposition 1.9. Si R est un anneau de valuation, il existe une et (2 isomorphisme
croissant pres sur le groupe de valuations) une seule valuation v sur le corps des
fractions K de R telle que R = {x € K : v(z) > 0}. L’anneau R est un an-
neau local, ¢’est-a-dire qu’il a un unique idéal maximal, qui est donné exactement
comme {z € R : v(z) > 0}.



Démonstration. Si v est une valuation sur K telle que x € R si et seulement si
v(xz) > 0, alors clairement v(z) = 0 si et seulement si = est dans 1’ensemble
R* des inversibles de R : ceci prouve que v définit un isomorphisme entre le
groupe K */R* et le groupe de valuations v( K ), et il s’agit d’un isomorphisme
croissant si on ordonne totalement K */R* en imposant x >~ y si et seulement si
x/y € R (il s’agit d’un ordre total précisément car R est un anneau de valuation).
Ceci prouve I'unicité. Mais si on pose précisément I" = K*/R* avec ’ordre
qu’on vient d’expliquer, la surjection canonique K* — K*/R* construit alors
justement une valuation v: K — I & {oo} dont on a prouvé 1’unicité sujette a la
condition que R = {x € K : v(z) > 0}.

Le fait que m = {z € R : v(x) > 0} soit un idéal (propre) de R est clair.
Comme tout élément de R qui n’est pas dans m est inversible, il est clair que cet
idéal est maximal, et que c’est ’'unique idéal maximal de R. [

Scholie 1.10. On peut donc identifier les valuations sur un anneau intégre aux
valuations sur son corps des fractions : la donnée d’une valuation sur A (anneau
integre) est exactement équivalente a celle d’une valuation sur K son corps des
fractions.

De plus, les valuations sur un corps s’identifient aux anneaux de valuation
ayant ce corps pour corps des fractions : toute valuation v sur un corps K déter-
mine un anneau de valuation R = {z € K : v(z) > 0} ayant K pour corps des
fractions, et réciproquement tout anneau de valuation R ayant K pour corps des
fractions détermine une unique valuation sur K qui est positive sur R.

1.11. Exemples : Si k est un corps, la fonction vy = ord: k[t] — ZU{oco} qui a un
polynoéme f = > a;t* € k[t] non nul associe le plus petit i tel que a; # 0 (c’est-a-
dire I’ordre d’annulation de f en 0, et vo(0) = 00) est une valuation sur k[t] (donc
s’étend de facon unique en une valuation sur k(¢), pour laquelle vy ( f) mesure soit
I’ordre d’annulation de f en 0 lorsque vo(f) > 0 soit I’opposé de 1’ordre du pdle
lorsque vo(f) < 0); 'anneau de valuation associé est ’ensemble des fractions
rationnelles qui n’ont pas de pdle en 0. Plus généralement, on peut définir v, (f) =
vo(f(t — a)) la valuation au point a pour tout a € k (ou méme a € k si k n’est pas
algébriquement clos). On définit également v, (f) = — deg f pour tout f € klt]
non nul (et par extension v (f/g) = degg — deg f, et naturellement v, (0) =
o0) : ceci fournit également une valuation sur k[t] ou k(¢). On peut montrer que
toute valuation sur k(t) qui s’annule sur £* et qui n’est pas la valuation triviale
(soit v(f) = O pour tout f # 0) est de la forme v, pour un @ € k ou bien vy, (2
isomorphisme croissant pres du groupe de valuations).



2 Pentes du polygone de Newton

2.1. Supposons maintenant que p soit un nombre premier (pour lequel on consi-
dérera la valuation p-adique v, définie en 0.3), et o un réel quelconque (que I’on
appellera la pente dans ce qui suit). On définit une fonction v, ,: Q[t] - RU{oc0}
ou valuation penchée p-adique de pente o sur Q[t], de la facon suivante : si
f=>"a;t" € Q[t] est un polyndme non nul, on pose v, ,(f) = min{wv,(a;) — i :
a; # 0} (et bien entendu v,, ,(0) = 00).

2.2. Exemples : Pour tout p € R, sia € Q (considéré comme polyndme constant),
alors v, ,(a) = vy(a). Par ailleurs, v, ,(t) = —p (et plus généralement v, ,(t') =
—0i). Si f(t) = 1+t + pt* + pt3, alors v, ,(f) vaut 0 si ¢ < 0, vaut —p si
0<p<ietl—3psip> 3 (cf illustration suivante).

9
(2,vp(az))
1 )
0=1
0 .
’%1 2 3
—

NI

Vpo(f) = —

2.3. Remarques : On peut se figurer v, ,(f) de la facon suivante : on trace dans
le plan R? I’ensemble des couples (i, v,(a;)) — alors v, ,(f) est la plus grande
ordonnée z telle que tous ces points soient au-dessus de la droite d’équation & —
o0& + z. Remarquons que la construction des valuations penchées peut se faire en
partant non de v, mais de n’importe quel anneau muni d’une valuation a valeurs
entieres (voire rationnelles) : nous avons préféré nous restreindre au cas particulier
de v, sur Q pour plus de clarté.

Le résultat clé qui nous intéresse maintenant est le fait que les v, , sont effecti-
vement des valuations : ceci fera 1’objet de la proposition 2.6 ci-desous; I’'inégalité
Upo(fg) > vpo(f) + vp,(g) est assez claire, mais pour prouver I’inégalité dans
I’autre sens nous allons introduire une notion intermédiaire, a savoir les abscisses
extrémes auxquelles la droite d’équation £ — o€ + v, ,(f) rencontre les points
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(4,vp(a;)) (certaines notions seront plus claires compte tenu de la définition 2.19,
plus loin, du polygone de Newton — pour I’instant nous nous contentons de ma-
nipuler ses pentes) :

2.4. Si p est un nombre premier, et ¢ un réel quelconque, on définit pour tout
polyndme f = >~ a;t* € Q[t] non nul 'entier 7,7 (f) comme le plus petit j pour
lequel v,(a;) = 0j + vp,(f) (autrement dit, le plus petit j tel que le minimum
vp(a;) — oj soit atteint) et 7” (f) comme le plus grand tel j. On a trivialement
ord f < 75,(f) < 7 (f) < deg f.

Lorsque o est irrationnel, il est évident que 7, (f) = 7,7 (f) (la droite §
o + z, de pente p, ne peut pas rencontrer deux points (7, v,(a;)) distincts a coeffi-
cients rationnels). Lorsque, a I'inverse, 7.,(f) < 7,7,(f), on dit que ¢ (rationnel,
comme on vient de 1I’expliquer) est une pente du polygone de Newton (p-adique)
de f. L’ensemble des pentes en question est fini, puisque chaque pente doit pou-
voir s’écrire W pour certains 7 < s (a savoir r = 7, (f) et s = 7" (f)),
oril n’y a qu’un nombre fini de ¢ avec a; # 0.

La quantité 7> (f) — 7, ,(f) s’appelle largeur de la pente ¢ (dans le polygone
de Newton p-adique de f) — elle est inférieure ou égale a deg f — ord f.
2.5. Exemple : Pour continuer I’exemple de 2.2, les pentes du polygone de Newton
de f(t) = 1+t + pt? + pt3 sont o = 0 (pour laquelle 7~ = O et 77 = 1 : elle
est donc de largeur 1) et p = % (pour laquelle 7 = 1 et 77 = 3 : elle est donc
de largeur 2). Pour tout autre o, on a soit 7~ = 77 = 0 (lorsque ¢ < 0) soit

75 =77 =1(orsque 0 < o < %) soit 7 = 77 = 3 (lorsque p > %)'
A
2
0=13
1
0 >
0




Proposition 2.6. Pour tout premier p et tout ¢ € R, la fonction v, , définie en 2.1
est une valuation sur Q[¢], au sens de la définition 1.4. De plus, lorsque f, g € Q[t]
sont non nuls, on a 75 (fg) = 7,,(f) + 7, ,(g) et 'égalité analogue pour 7.

Démonstration. Les conditions (0) et (ii) sont immédiates d’apres la définition
(et le fait que v, lui-m€me soit une valuation). La condition restant a prouver est
donc (i). Soient f,g € Q[t] avec f = > a;t" et g = Y bit", et fixons p et o. Si
h = fgalors h =" cit ol ¢; = Y170 a;b;_; : comme vy(c;) > mintZ( (v, (a;) +
vp(bi—;)), on a également v, (c;)—oi > min’—((v,(a;)—07)+(vy(bij)—o(i—7)))
ce qui prouve vy, ,(h) > v, ,(f) + Vpo(9)-

On va montrer I’inégalit€¢ dans ’autre sens en méme temps que 1’affirmation
sur 7. Soit 7 = 75,(f), et s = 75, (g). Dans la somme ¢, , = ;j(;“ ajbrys—j,
le terme pour lequel j = r est alors de valuation p-adique o(r + s) + v, ,(f) +
Up,o(g), et tous les autres termes sont de valuation p-adique strictement supé-
rieure (par exemple, si j < r alors v,(a;) > oj + v, ,(f) par minimalité de r,
et Vp(brys—j) > o(r + s — j) + v,,(g) de toute maniere). D’apres le fait 1.6,
on a prouvé vy(cr4s) = o(r + s) + vpo(f) + vp,(9), et ceci montre v, ,(h) <
Vpo(f) + Vpolg) donc il y a égalité. Enfin, si i < r + s alors chaque terme de

“—0@;bi_; est de valuation strictement supérieure & gi + vy, o(f) + vp,,(g), donc
on a bien montré que 7, ,(h) = r + s. L’égalité sur 7 est entierement ana-

logue. [

Corollaire 2.7. Si f,g € Q[t] sont non nuls, les pentes du polygone de Newton
(a p premier fixé) de fg sont exactement les pentes de celui de f et de celui de g.
Plus précisément : la largeur d’une pente o de fg est égale a la somme de ses
largeurs comme pente de f et comme pente de g.

Démonstration. Le fait que, a p et o fixés, 7,,(fg) = 7,,(f) + 7,,(g) et de
méme pour 7, donc aussi pour 7 — 7 (la largeur), montre que cette derniere
quantité est strictement positive pour fg (i.e., que o est une pente de son polygone
de Newton) si et seulement si elle I’est pour f ou pour g. O

Observation 2.8. Si (pour un certain nombre premier p) une pente o d’un poly-
noéme h € Q|t] a pour largeur deg h — ord h (la plus grande largeur possible), ¢’est
quona T, (h) =ordhet7,?(h) = degh.

Observation 2.9. Soit o un rationnel. Alors son dénominateur réduit est le plus
petit naturel non nul q tel que pg soit entier (i.e., que ¢ admette ¢ pour dénomina-
teur). Si 2z est un entier quelconque, deux entiers ¢ et j tels que ot + 2z et 9j + 2
soient tous les deux entiers sont donc distincts d’au moins ce dénominateur réduit.



Corollaire 2.10 (critere de Dumas). Si h € Q[t] avec ord h = 0 (i.e., h(0) # 0)
a (pour un certain premier p) une pente ¢ de son polygone de Newton (on verra
plus loin que c’est la seule), dont la largeur est deg h et est égale au dénominateur
réduit de o (c’est-a-dire que la droite § — 0§ + v, o) Ne rencontre pas d’autre
point de Z* entre celui d’abscisse 7,7, (h) = 0 et celui d’abscisse 7, (h) = deg h)
alors h est irréductible.

Démonstration. On a 7 (h) = 0 et 7,7 (h) = degh comme observé en 2.8.
Supposons maintenant A = fg; notamment, ord f = ordg = 0 et degh =
deg f + deg f. Comme la largeur de la pente p dans h, qui vaut deg h, doit &tre
(d’apres la proposition 2.6) la somme de celles de celle-ci dans f et dans g, qui
sont au plus deg f et deg g respectivement, ces inégalités sont des égalités. Notam-
ment, 75,(f) = 0et7,” (f) = deg f. Mais ceci impose que deg f soit multiple du
dénominateur réduit de g, dont on a supposé que c¢’était deg h. L’écriture h = fg
est donc triviale (soit f soit g est constant). 0

Corollaire 2.11 (critere d’Eisenstein). Si h = > a;t* € Q[t] de degré d = degh
vérifie (pour un certain premier p) v,(ag) = 1 et v,(aq) = 0 (ou le contraire) et de
plus v,(a;) > 1 pour tout 0 < i < d, alors h est irréductible.

Démonstration. Pour fixer les idées, on suppose v,(ag) = 1 et v,(aq) = 0. Alors
pour o = —1, les hypotheses assurent qu’il y a exactement deux points (i, v,(a;))
sur la droite £ — o0&, tous les autres étant strictement au-dessus, et comme ces
deux-points ont pour abscisses 75 (h) = 0 et 7,7 (h) = d, c’est-a-dire que ¢ est
une pente de largeur maximale d. Manifestement son dénominateur réduit est d.
Comme £ (0) # 0 puisque v,(ao) est fini, le corollaire 2.10 s’applique. O

2.12. Note : (Voir 2.21 pour des exemples d’application de ces criteres.) Tels que
nous les avons énoncés, les criteres de Dumas et d’Eisenstein sont simples a prou-
ver, mais ils ont ceci d’insatisfaisant qu’ils ne cherchent pas a savoir si la pente
o de largeur maximale est la seule pente du polygone de Newton ou si, récipro-
quement, le fait d’avoir une seule pente impose qu’elle soit de largeur maximale.
Nous allons donc maintenant prouver des résultats de comparaison des pentes
entre elles dont I’essence, géométriquement « évidente », peut se résumer en di-
sant que la somme des largeurs des différentes pentes p-adiques d’un polyndme
f € QIt] non nul est précisément deg f — ord f (notamment, tout polyndme qui
n’est pas un mondme a au moins une pente dans son polygone de Newton, et un
polyndme a une seule pente si et seulement si la largeur de celle-ci est la largeur
maximale deg f — ord f).



2.13. Le lemme technique 2.14 a I’interprétation géométrique simple suivante :
si on augmente la pente d’une droite (de I’enveloppe inférieure du polygone de
Newton), tout point a gauche du point de contact droit (777) ne peut que baisser
en ordonnée. Le lemme 2.15, lui, étudie la situation a droite du point de contact
droit.

Lemme 2.14. Soient f € Q[t] non nul, p un nombre premier fixé et o < ¢ deux
réels. (a) Si & < 7.7 (f) alors o€ + vy, ,(f) > 6§ + v, (f), avec inégalité stricte si
§ < 7,(f)- (b) Dualement, si § > 75 (f) alors 0§ +v,,(f) < ¢§ +v,.(f), avec
inégalité stricte si § > 75 (f).

Démonstration. Prouvons le (a). Ecrivons comme d’habitude f = > a;t'. Soit
r = 7,7 (f), de sorte que v, ,(f) = vy(a,) — or. Si { < ralors o€ + v,,(f) =
o(§ — 1) +vy(a,) > s —1)+vp(ar) > €+ uvp(f),etsié < ralorsily
a inégalité stricte (o(§ — 7) + vy(a,) > §(§ — ) + vy(a,)). Le résultat (b) est
rigoureusement analogue. U

Lemme 2.15. Soient f = > a;t' € Q[t] non nul, p un nombre premier fixé et

o € R. Posons r = T;g(f). Si ¢ > p est suffisamment proche de p, alors on a

vp(aj) —sj > wvy(a,) — ¢r pour tout j > r (pour lequel a; # 0); on a alors
— —

Tp,g(f) =T.

Démonstration. Pour ce qui est de la premiere affirmation : si j > r alors v,(a;) —
0j > vp(a,) — or (puisque 7 est le plus grand entier réalisant le minimum de
v(a;) — oi) donc cette inégalité — stricte — vaut encore si on remplace o par un
¢ > o suffisamment proche (vu qu’il n’y a qu’un nombre fini de j). Mais pour
un tel , il est alors vrai que le plus grand j pour lequel v,(a;) — ¢j atteint son
minimum est précisément j = r, i.e., 7, (f) = 1. O

Proposition 2.16. Si f € Q[t] est non nul et p est un premier fixé alors :

— lorsque o < sonawy,,(f) > v, (f) et (f) < 75 (f)s

— pour ¢ € R fixé, si ¢ > g est suffisamment proche de o alors 7. (f) =
() = T (f)

— pour tout réel ord f < § < deg f, il existe au moins un g tel que 7, (f) <
§ < 7o)

— mieux : pour tout réel ord f < & < deg f, il existe un unique p tel que
Ty (f) €< 7";&)( f ).(natu.rellement, ceci vaut encore si on fi:change I’em-
placement de I’'inégalité stricte et de 1’inégalité large aussi bien dans 1’hy-

pothese que dans la conclusion),



— si f n’est pas un mondme, il existe au moins un g qui soit une pente du
polygone de Newton de f.

Démonstration. Ecrivons comme d’habitude f = > a;t.
— Sip <, lelemme 2.14 (a) (appliqué a § = 0, puisque 0 < 7,° (f)) prouve
Up.o(f) > vp(f). D autre part, toujours le lemme 2.14 (a) montre que si
J < 7n(f)alorsvy(a;) > 0j+vy,(f) > cj+v,.(f) donc nécessairement
T (f) = 70 (f)-
— Si ¢ > p est suffisamment proche de o alors le lemme 2.15 montre que
T, o(f) = 7,.(f). Mais le point précédent montre que 7, (f) < 75 (f) <

b,e — DS
77(f). Il'y a donc des égalités partout.

— F]?;ons ord f < & < degf. La fonction p: 0 — (0§ + v,,(f)) =
min{o(§ — i) + vy(a;) : a; # 0} est continue, étant le minimum d’un
nombre fini de fonctions continues. Lorsque ¢ — +o00, I’hypothese £ <
deg f (donc & — i < 0 pour au moins un 7 avec a; # 0) assure qu’au
moins une de ces fonctions tend vers —oo donc ¢(p) — —oo; de méme,
¢(p) — —oo lorsque o — —oo. Soit alors p tel que p(p) atteigne son
maximum. Si on avait £ > TI:;( f) alors pour ¢ > p suffisamment proche
de ¢ le point précédent montre que § > 7, _(f) et par le lemme 2.14 (b), on
a (o) < ¢(s), ce qui contredit le fait que ¢ devait atteindre son maximum
en o; c’estdonc que § < 7. (f). De méme £ > 7 (f).

— Sionavait 75, (f) <& <70 (f) ety (f) <& < 7,.(f) pour ¢ > o, ceci

donnerait 7.7 (f) > 75_(f), contredisant le premier point de la présente
proposition : on a donc prouvé que, quelle que soit &, la pente o telle que
Tyo(f) <& < 7,7 (f), lorsqu’elle existe, est unique.
Maintenant, siord f < £ < deg f, montrons qu’il existe o tel que 7,5, (f) <
§ < 7,2(f). Si & n'est pas entier, on a déja prouvé qu’il existe o tel que
Tpfg(f) <¢< T[::)(f), et comme 7% et 777 sont entiers, on a ce qu’on
veut. Si £ est entier, en appliquant le méme résultat a £ + % (qui vérifie
ord f < &+ % < deg f), on trouve g tel que 7, ,(f) < &+ % < 7,.(f) et
comme § et 7 sont entiers, ona 75 (f) < & < 7.7 (f).

— Si f n’est pas un mondme, on peut trouver £ tel que ord f < & < deg f,
et alors le résultat précédent montre qu’il existe o tel que 75 (f) < § <
)

0

Scholie 2.17. Pour f € Q[t] non nul et p premier fixés,
— la fonction p — v, ,(f) est continue et décroissante,
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— chacune des fonctions ¢ — 7, ,(f) et 0 — 7,7 (f) est croissante, la se-
conde majore la premiere et elles ne different qu’en un nombre fini de
points (les pentes du polygone de Newton p-adique de f),

— o+ 7, ,(f) est continue a gauche et ¢ — 7.7 (f) est continue a droite.

2.18. On va enfin définir ce qu’est, au juste, le polygone de Newton. Il s’agit
tout simplement de 1’épigraphe de la fonction continue (convexe) et affine par
morceaux ./~ entre les abscisses ord f et deg f qui a les pentes o, dans 1’ordre
croissant, chacune sur intervalle [ (f); 7.7 (f)] (etavec A (ord f) = v(aoraf)
et A (deg f) = v(adeq £)); ou, de fagon équivalente, de I’enveloppe convexe su-

périeure de I’ensemble des points (¢, v,(a;)). Plus précisément :

Définition et proposition 2.19. Soit f € Q[¢] non nul et soit p un nombre premier.
On appelle polygone de Newton (p-adique) de f la région du plan R? constituée
des points (&, z) tels que ord f < & < deg f etqu’onait z > p£+v, ,(f) pour tout
0 € R. C’est I’enveloppe convexe supérieure de I’ensemble des points (7, v,(a;)),
c’est-a-dire la plus petite partie convexe et stable par toute translation de vecteur
(0, z) avec z > 0 contenant les points en question. Si ord f < ¢ < deg f alors
(€, z) est dans le polygone de Newton si et seulement si z > o€ + v, ,(f) ol o est
un quelconque réel tel que 7.5,(f) < & < 7.7 (f).

Démonstration. Soit C' le polygone de Newton (tel que défini par la premiere
phrase : la région du plan R? constituée des points (&, 2) tels que ord f < ¢ <
deg f et que pour tout p € Ronait z > p€+v, ,(f)). Montrons d’abord la derniere
affirmation : supposons que 7. ,(f) <& < 7.7 (f) et que z > o€ + v,,,(f), et soit
¢ un réel quelconque, mettons ¢ > p pour fixer les idées : alors z > o +v, ,(f) >
¢+, (f) d’apres le lemme 2.14. Comme ceci vaut pour tout ¢, on a prouvé que
(&, z) est bien dans C'. La réciproque est triviale.

Le fait que C' soit convexe est clair puisqu’il est défini comme une intersection
de demi-plans (chaque inégalité =z > of + v, ,(f) définit un demi-plan, ainsi que
¢ > ord feté < deg f) donc de convexes. Le fait qu’il soit stable par translations
vers le haut I’est encore plus. Le fait que C' contienne chaque (i, v,(a;)) est la
définition méme des v, ,(f). Réciproquement, si C’ est un convexe stable par
translation vers le haut et qui contient chaque point (7, v,(a;)), alors pour toute
pente o (de largeur éventuellement nulle), C’ doit contenir les points (r, v,(a,))
et (s,vp(as)) our = 75,(f) et s = 7,7 (f), donc tout le segment fermé qui les
rejoint (qui a pour pente o) et tout translaté vers le haut de ce segment, c’est-a-
dire, finalement, tout point (£, z) avec r < & < setz > o€ + v, ,(f); oronavu
(proposition 2.16) que tout ord f < ¢ < deg f vérifie r < & < s pour de tels r
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et s, et on a vu ci-dessus que ceci suffit pour assurer que (&, z) est dans le polygone
de Newton C. Donc C’ contient C, et on a bien prouvé que C' était le plus petit
convexe stable par translation vers le haut qui contient chaque (i, v,(a;)). O

Définition et proposition 2.20. Si f € Q[¢] est non nul et p un nombre premier,
on appelle sommet du polygone de Newton un point de la forme (r,v,(a,)), ot
r = 75,(f) oubienr = 7 (f) pour un certain o. Comme on I’a vu ci-dessus, le
polygone de Newton est aussi I’enveloppe convexe supérieure de ses sommets, ce
qui justifie cette terminologie.

On appelle fonction du polygone de Newton de f la fonction .4 définie
sur I'intervalle [ord f;deg f] et a valeurs dans R par A4 (§) = max,cr(0& +
vp.0(f)), ¢’est-a-dire la fonction dont le graphe est la frontiere inférieure du poly-
gone de Newton. Cette fonction est continue, convexe et affine par morceaux sur

jord f; deg f].

Démonstration. De nouveau, tous les résultats découlent essentiellement du fait
que [ord f;deg f] est la réunion des [7;(f);7,2(f)] et que sur chacun de ces

intervalles .47(&) vaut o€ + vy, ,(f). O

2.21. Exemples : Le critere d’Eisenstein 2.11 (appliqué a p = 3) montre que
3+ 9t + 6 € Q[t] est irréductible.

Le critere de Dumas 2.10 (appliqué a p = 2) montre que > + 2t* + 4 € Q[t]
est irréductible (la seule pente étant —2).

Bien que t* — 1 € Q[t] n’ait (pour tout p) qu’une seule pente (¢ = 0) dans son
polygone de Newton, il n’est évidemment pas irréductible (> — 1 = (¢ — 1)(¢ +
1)) : la largeur de p est ici 2, qui est strictement supérieure a son dénominateur
réduit (1).

Le critere de Dumas ne s’applique pas tel quel a h = 2t*+213+3t>+6 € Q[t].
Cependant, il est tout de méme irréductible, et on peut le montrer par une analyse
un peu plus fine. En effet, le polygone de Newton 2-adique a les pentes —% et %
avec largeurs respectives 2 et 2, et le polygone de Newton 3-adique a les pentes
—% et 0 avec largeurs respectives 3 et 1 : le premier montre donc que si / se réduit
non trivialement cela doit étre comme produit de deux polyndmes de degré 2
(irréductibles) tandis que le second montre que cela doit étre comme produit d’un
polyndme de degré 1 et d’un autre de degré 3; ces deux décompositions étant
incompatibles, h est irréductible.

Exercice 2.22. Soitn > 1 : montrer que le polyndome de I’exponentielle tronquée,
h=1+t+ 3%+ 23 + - + L7, est irréductible sur Q. (Indication : Pour

12



chaque nombre premier p divisant n, montrer que tout facteur de h doit étre de
degré multiple de p*»(™).)

3 Réduction modulo une pente

3.1. Les techniques exposées dans la partie précédente permettent d’expliquer, par
exemple, pourquoi un polyndme tel que t* + 4 € Q[¢] est irréductible, mais elles
sont impuissantes face 2, disons, t* + 22 + 4, dont le polygone de Newton, bien
qu’il n’ait qu’une seule pente (en I’occurrence, —%), n’est pas simple (la largeur
de cette pente, en I’occurrence 4, est un multiple strict de son dénominateur réduit,
en I’occurrence 2) de sorte que le critere 2.10 ne s’applique pas.

Nous cherchons donc a développer une technique plus raffinée, celle de réduc-
tion modulo une pente, qui permet de traiter plus de cas. Il s’agit de généraliser si-
multanément les résultats déja vus et le critere simple suivant : lorsque le polygone
de Newton a pour seule pente la pente nulle o = 0 avec valuation v, o nulle et lar-
geur maximale (c’est-a-dire, plus simplement, lorsque v,,(ag) = vp(adeg ) = 0), il
suffit pour garantir I’irréductibilité que la réduction de f modulo p (qui a bien un
sens puisque tous les coefficients sont de valuation v,(a;) > 0) soit irréductible
dans T, [t]. Ainsi t? + ¢ + 1 € Q[{] est-il irréductible parce qu’il I'est dans Falt].

Commencons par quelques définitions simples (on dit qu’un rationnel z € Q
admet q pour dénominateur, ou ¢ € N>°, lorsque gz est un entier) :

Définition et proposition 3.2. Soit f € Q[¢] et soit p un nombre premier fixé.
Soit ¢ un nombre rationnel, de dénominateur réduit ¢ € N>°. La largeur de la
pente o (déja définie en 2.4) est I'entier naturel £ = 7> (f) — 7, ,(f) (qui est
strictement positif lorsque o est effectivement une pente du polygone de Newton
p-adique de f) : cette largeur est un multiple entier de ¢, et on appelle degré de o

le quotient ¢/q € Z.

Démonstration. L affirmation est triviale eu égard au fait que ¢ est effectivement
un dénominateur de o (puisque ¢ = M avecr = 75 (f) ets = 7.7 (f)
de sorte que ¢ = s — 7).

Proposition 3.3. Soit p un nombre premier fixé et soit o un nombre rationnel, de
dénominateur réduit ¢ € N>Y. L’ensemble v, ,(Q[¢] \ {0}) C R des valuations
possibles des polyndmes a coefficients rationnels pour la valuation penchée v, ,
est exactement 1’ensemble %Z des rationnels qui admettent ¢ pour dénominateur.
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Démonstration. Si f € Qt] est un polyndme non nul quelconque, il est clair
sur la définition méme que v, ,(f) € ;Z. Réciproquement, tout élément de .7

peut s’écrire w + ok avec w € Z et k € N, et alors p“t* a la valuation penchée
voulue. [

Définition 3.4. Soit p un nombre premier fixé et soit 0 un nombre rationnel, de
dénominateur réduit ¢ € N*°. Pour tout f = 3 a;t* € Q[t] tel que v, ,(f) > 0, 0n
appelle réduction de f modulo (p et suivant) la pente o le polyndme f = a;t/ €
F, [t], ol pour tout indice j on appelle @ a; la réduction modulo p de p~%¢q;.

3.5. Remarques : Pour que la définition précédente ait un sens, il faut noter que
v,(p~¥%a,;) > 0 (pour espérer pouvoir le réduire modulo p) : or ceci est bien le
cas car v,(p~Yay;) = vp(ag;) —qjo > vp,(f) > 0. D’autre part, si ¢ n’est pas un
multiple de g, alors on a encore v,(a;) — i > v, ,(f) > 0, mais comme (io donc)
vp(a;) — 1o n’est pas un entier, cette inégalité est stricte, donc il est intuitivement
sensé de ne considérer dans la définition de f que les coefficients a,; (en omettant
tous les autres a;).

Proposition 3.6. Fixons p un nombre premier et o un nombre rationnel. Si f, g €
@[t] vérifient tous deux v,, > 0 alors, en réduisant modulo la pente p, on a

f +g=f+get f g = f§ avec les notations introduites en 3.4.

Démonstration. Soit ¢ le dénominateur réduit de o. Ecrivons f = Staitietg =
S bt et bien sﬁrf — a;1’ et § = b;t7 ot d; est la réduction modulo p de p~%2a,;
et de méme pour b;.

La premiere formule ne pose pas de difficulté particuliere : si c; = a;+b; estle
coefficient de degré i de f+ g alors p~¥2c,; = p~9¢(a,; +b,;) se réduit modulo p
en a; + 1~)j, ce qui prouve la formule voulue.

Pour ce qui est de la seconde formule, soit ¢; = Z;Z a;b;_; le coefficient
de degré i de fg. On a v,(a;) > ol — et cette inégalité est stricte si [ n’est pas
multiple de ¢ car alors pl n’est pas entier; de méme, on a v,(b;_;) > o(i — 1) avec
inégalité stricte si ¢ — [ n’est pas multiple de ¢q. Posons ¢ = ¢j : dans I’écriture
de cgj, tous les termes a;b,;—; ont alors valuation p-adique au moins ogj, et ceux
pour lesquels [ n’est pas multiple de ¢ ont valuation strictement plus que pqj ; par
conséquent, dans la somme p~%¥c,; = l ‘” p~Yea;b,;;, tous les termes ont
valuation positive et ceux pour lesquels [ n est pas multiple de ¢ ont valuation
strictement positive, donc en réduction modulo p on peut ne conserver que les
termes ou | = gm, c’est-a-dire les p~7"%ag,, - p —a(G—m Qb q(j—m)» €t en réduisant

—]"’

modulo p on trouve ¢; = > "1 a b]_m C’est ce qu’il fallait démontrer. [
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Corollaire 3.7. Si h € Q[t] avec ordh = 0 (i.e., h(0) # 0) n’a (pour un cer-
tain premier p) qu’une seule pente o dans son polygone de Newton et que, en
posant v = v, ,(h), la réduction de p~h modulo la pente o (au sens de 3.4) est
irréductible, alors A est irréductible.

Démonstration. La pente p, étant la seule, est de largeur maximale (en vertu de la
proposition 2.16), ¢’est-a-dire ici deg h : i.e., 7, (h) = deg h tandis que 7,5 ,(h) =
0.

Quitte a multiplier A par p~", on peut supposer v = 0. Supposons maintenant
h = fg : de méme, on peut supposer v, ,(f) = 0, et alors la proposition 2.6 im-
plique que v, ,(g) = 0, et, comme en 2.10, que 7, (f) = deg f et 7,7 (g) = deg g
tandis que, bien entendu, 75 (f) = 7, ,(9) = 0. Notons f, G, h les réductions de
f, g, h respectivement modulo la pente o : on a deg f = %deg f et les résultats
analogues pour g et h d’apres ce qu’on vient de remarquer sur la largeur de la
pente o dans ces différents polynomes. Or la proposition 3.6 montre que h=fq,
et comme on a supposé h irréductible, ceci implique deg f=0oudegg =0, soit
deg f =0oudegg = 0. [

3.8. Remarque : Le critere 2.10 n’est que le cas particulier de ce dernier corollaire
lorsque h est de degré 1 (donc certainement irréductible).

3.9. Exemples : Le polyndme h = t* + 2¢? + 4 a pour unique pente —% dans son
polygone de Newton 2-adique. Quitte a multiplier par }l (pour avoir v, _ 1 (h) =0),

on peut réduire h modulo cette pente et la réduction vaut h=104+1+1((e
dénominateur réduit de p = —% vaut ¢ = 2, de sorte que h est de degré deux fois
plus petit que la largeur de la pente, d’ou I’intérét de la notion introduite en 3.2).
La pente o n’est pas de degré 1 ici (le polyndme h n’est pas de degré 1) mais 2,
mais comme le polyndome h est irréductible sur Fy (son corps de rupture est [Fy),
on en déduit néanmoins que h est irréductible sur Q.

De méme, le polyndme t* + 3t3 — 9t2 + 9 est irréductible sur Q comme on le
voit en considérant son polygone de Newton 3-adique : ce dernier a pour unique
pente —% avec largeur 4 (degré 2), et quitte a renormaliser la réduction modulo
cette pente est t2 4 1, qui est irréductible dans F.
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