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Exercice 1

(@)r < 2 = 2? < 4 estfausse contre-exemple +3 < 2 mais(—3)? = 9 > 4.

(b) (0 < x < yeta < b) = xa < yb estfausse contre-exemple 0 < 1 < 2 et—2 < —1 mais
1x(=2)>2x(-1).

(c) (xy # 0 etz <y) = ; > - estfausse contre-exemple (~1) x 2 # 0 et—1 < 2 mais-; < 3.

(d) (xzy > 0etx <y) = % > i est vraie ; en effet, sty > 0 alorsz ety sont deux nombres réels non
nuls de méme signe, et la fonction- 1 est strictement décroissante &ir et strictement décroissante
surR* . (Attention: il est faux que la fonctiom — % est strictement décroissante &ir)

Exercice 2

(a) (bla etb|c) = b|(a + ¢) est vraie. En effet, gi|a alors il existe urk tel quea = kb; et sib|c alors
il existe un/ tel quec = ¢b; on a alorsa + ¢ = (k + ¢)b; on a donc montré qu'il existe uptel que
a + ¢ = jb (a savoirk + (), et on a doné|(a + ¢).

(b) b|(a + ¢) = (bla etd|c) estfausse contre-exemple : on 3 (2 + 4) mais ni3|2 ni 3/4.

(c) (bla etd|(a+ ¢)) = b|c est vraie. En effet, di|a, on ab|(—a) ; puisqueb|(—a) etd|(a + ¢), d’apres
le résultat de la question (a), on peut conchité—a) + (a+c)) soitb|c. (Remarque ceci peut également
se démontrer directement, comme pour la question (a).)

(d) « Sib est premier avea et avecc alorsb ne divise pas + ¢ » : cette affirmation edausseet le
contre-exemple donné en (b) convient enc8rest premier ave? et avect mais on a pourtart|(2+4)).

Exercice 3

(a) Le produit de deux nombres pairs est pair. $ait € 7Z)(Vb € Z)(a pair etb pair=- ab pair). En
effet, sia = 2a’ etb = 2V’ (aveca, b, d’, b’ des entiers) alorgh = 2 x (2a'V’) est pair car il s’écric ou
¢ = 2d'b’ est un entier.

(b) Le produit de deux nombres impairs est impair. $6it € Z)(Vb € Z)(a impair etb impair =
ab impair). En effet, sia = 2a’ + 1 etb = 2b' + 1 alorsab = 4a't/ + 24’ + 2V + 1 = 2¢+ 1 ou
c =2d't/ + ' + U estun entier, doneb est impair.



(c) Le produit d’'un nombre pair et d’'un nombre impair est pair. Stite Z) (Vb € Z)(a pair etb impair=
ab pair). En effet, sk = 24’ etb = 2b'+1 alorsab = 2x (2a't/+a’) est pair car il s’écriRc ouc = 2a'b'+ad’
est un entier.

Remarque On peut résumer ces trois affirmations en disantlqueoduit de deux entiers est pair si
et seulement si I'un (au moins) de ces deux entiers.|'est

(d) On a(Vm € Z)(m pair< m? pair). En effet, sim est pair alorsn? est pair comme le produit de
deux nombres pairs (partie (a)) ; réciproquementy%iest pair, alorsn ne peut pas étre impair, car, s'il
I'était, m? serait le produit de deux nombres impairs, donc impair (partie (b)), ce qui n’est pas le cas. Pa
conséquenty est pair si et seulementsi? est pair.

Exercice 4

(a) La contraposée depremier=- (n = 2 oun impair) est(n # 2 etn pair) = n composé. C’est
juste, car sh est pair, il s’écrith = 2n’ avecn’ entier naturel ; et ona’ # 1 carn # 2 ; donc on a écrit
comme le produit de deux naturels différentsidee qui montre que est composeé.

(b) La contraposée dey # 0 = (x # 0 ety # 0) est(zx = 0ouy = 0) = xy = 0. C'est juste, car
0 x y =0etx x 0 =0 quels que soient les réetxety.

(c) Lacontraposée de # y)=[(z+1)(y—1) # (z—1)(y+ )] est[(z+1)(y—1) = (z—1)(y+1)]=
(x = y).C'estjuste car giz+1)(y—1) = (z—1)(y+1) alors en développanty+y—z—1 = zy+x—y—1,
doncy — r = = — y, donc2z = 2y, doncz = y.

Exercice 5

Rappel :Le produit de deux entiers est pair si et seulement si 'un (au moins) de ces deux entiers l'est; la somme de deu:
entiers est paire si et seulement si ces deux entiers ont méme parité (c'est-a-dire sont tous deux pairs ou tous deux impairs).
des termes moins sibyllins, le produit de deux pairs ou d’un pair et d’'un impair, est pair, tandis que le produit de deux impair:
est impair; et la somme de deux pairs ou de deux impairs est paire, tandis que la somme d’un impair et d’'un pair est impaire

Soientn etp deux entiers naturels. Si 'un des deux au moins est pair, alors leur prgdagt pair
(voir les parties (a) et (c) de I'exercice 3), donc on a fini. Supposons maintenamequsoient tous deux
impairs. Alorsn = 2m+1 etp = 2¢+1 pour certains naturels etq. On an®—p? = 4[(m*+m)—(¢*+q)].
Ceci montre déja que® — p? est multiple det, et on veut donc encore montrer que® + m) — (¢*> + q)
est pair (multiple de). C’est la différence de deux nombres, et il suffit donc de montrer que tous deux
sont pairs (car la différence de deux nombres pairs est paire). Bref, on est ramené a montrergast
pair quel que soit entier naturel. Mais st est pair alors-? I'est aussi (voir le (d) de I'exercice 3) donc
r? + r est pair (comme somme de deux nombres pairs) ;reest impair alors? I'est aussi (toujours par
le (d) de I'exercice 3) dong? + r est pair comme somme de deux nombres impairs.

Exercice 6
Premiére méthode Supposons par I'absurdé + 1 carré d’un entier naturel, disong + 1 = m?.
Alors m?—n? = 1, soit(m+n)(m—n) = 1. Or le produit de deux entiers est égalsi et seulement si ces



deux entiers sont soit tous deux égauixsit tous deux égaux-al. Onadonc soitn +n=m —n =1
soitm+n = m—n = —1. Dans le premier cas on résoutimmédiatement 1 etn = 0, ce qui contredit
I'hypothese faite de € N*. Dans le second cas on trouwve= —1 etn = 0, ce qui contredit I'hypothése
faite dem € N.

Deuxieme méthodeOn a évidemment? < n? + 1 < n? + 2n + 1 lorsquen > 0. La fonction racine
carrée { — +/t) est strictement croissante, donc on peut prendre la racine carrée de chacun des membr
de cette inégalité, et on trouve< v/n2+ 1 < n + 1 (on aura remarqué qué + 2n + 1 = (n + 1)?).

Mais alorsy/n? + 1 est strictement compris entre un entier natur@lgt son successeur; donc ce n'est
certainement pas un entier naturel.

Exercice 7
(a) Pourn = 1 cette propriété affirme quex 1! = (1+1)! — 1, ce qui est vrai. Supposons maintenant
la propriété vraie au rangyet montrons qu’elle I'est encore au rahg- 1. On veut donc montrer que

IxU+-+hkxkl+k+1)xk+1)=(Fk+2)!-1

Or d'aprés I'hypothese de récurrence, le membre de gauche s%erit)! — 1 + (k+ 1) x (k+ 1)!, ce
qui est encorék +2) x (k+ 1)! — 1, soit(k + 2)! — 1, ce qu'il fallait démontrer. Une récurrence permet
de conclure.

(b) On procéde encore par récurrence. Pou 1 cette propriété affirme qugl < % < 2V/1, ce
qui est vrai. Supposons maintenant la propriété vraie au katgnontrons qu’elle I'est encore au rang
k 4+ 1. On suppose donc que

1 1
VE< —+ - +—=<2Vk 1
< N 1)
et on veut montrer que
1 1 1
VE+1< —+- -+ —+ <2Wk+1 2
~ V1 Vi VEFT @
En rajoutant\/klﬁ aux membres de I'inégalité (1) on voit que
1 1 1 1 1
vk + <=t = <2Vk+ 3
VEFT T V1 Vi VE+T VE+1 ®)
Pour arriver & la conclusion désirée, il suffit donc de montrerghier- \/k% > VE+ 1 et que2vk +

wjﬁ < 2vk + 1. Pour ce qui est de la premiére de ces inégalités, elle est équivalgtea/k + 1 —
\/%H ; comme les deux membres sont positifs (c’est évident pour le membre de gauche, et pour le membi

de droite c’est vrai cat/k + 1 > 1), elle est encore équivalente a I'inégalité obtenue en élevant les deux
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membres au carré, c'est-a-dite> (K + 1) — 2 + ﬁ ce qui est clair. Pour ce qui est de la seconde de

ces inégalités, elle est équivalentedk < 2vk + 1 — ﬁ ; comme les deux membres sont positifs
(si c’était vrai pour la précédente, ce I'est encore pour celle-ci!), elle est encore équivalente a I'inégalite
obtenue en élevant les deux membres au carré, c’'est-d«dwed(k + 1) — 4 + k—il ce qui est clair.

(c) Procédons de nouveau par récurrence pour montrer que la propriété est vraienorsguour
n = 4 elle affirme quel6 = 4% < 4! = 24, ce qui est certain. Supposons-la maintenant vérifiée au rang
k, aveck > 4, et montrons qu’elle I'est au rarg + 1. On suppose donk? < k!. On veut montrer
(k+1)2 < (k+1),s0it(k+1) x (k+1) < (k+ 1) x k!, ce qui équivaut encore (puiqéet+ 1 > 0) a
k + 1 < k!. Mais on sait qué:* < k!. On a donc gagné des lors que- 1 < k2. Mais pourk > 2 (donc
en particulierpourk > 4)onak? =k xk >2xk=k+k > k+2 > k+ 1. Ceci conclut la récurrence.
Notons que la propriété étudiée est vraie pout 0 (ce qui ne suffit pas a intialiser la récurrence car on
avait besoin dé& > 2 au moins) et fausse pour=1,n =2 oun = 3.

(d) Rappelons qua somme de termes consécutifs d’'une suite arithmétique, dont le premier eist
le dernierd, vautn(a+b)/2. Les nombres impairs forment une suite arithmétique (de r&@sdma somme
desn premiers nombres impairs, dont le premierlest len-ieme esn — 1, estdone: x (1+2n—1)/2,
soit précisément?. (On peut aussi procéder par récurrence, mais j'ai la flemme de le faire.)

(e) Commencons par rappeler que powet v deux nombres réels quelconques, ofirtdu + v) =
sinu cosv + coswu sinv. Par conséquentsin(u + v)| < |sinu cosv| + |cosu sinv| (inégalité tri-
angulaire), soiff sin(u + v)| < |sinwu||cosv| + |cosu||sinv|. Mais |cosz| < 1 pour toutz, donc
|sinul | cosv| < |sinu| et de mémecosu| | sinwv| < |sinv|. Finalement| sin(u+v)| < |sinu|+ |sinv|,
ce qu’on peut encadrer. On peut alors montrer par récurrence gue |sin(nf)| < n|sinf| (pour
tout 6 réel et pour tout: naturel). Rapidement : c’est vrai pour = 0; et si c’est vrai pourk alors
|sin[(k + 1)0]| = |sin(kO + 0)| < |sin(kf)| + |sinf| donc|sin[(k + 1)0]| < k|sinf| + |sinfd| =
(k + 1)|sin 0| par hypothése de récurrence, ce qui conclut. Lorggad0; 7], on peut laisser tomber les
valeurs absolues autour gi@ 6.



