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1. Les questions suivantes sont indépendantes.
(a) SoitV un espace vectoriel de dimension finie,lgtet 1, des sous-espaces (e
Montrer que les algébres extérieures satisfort @i N 15) = A(V1) NA(Va).
(b) Soitu un endomorphisme d’'un espace vectolietle dimension finie: etp un entier
0 < p < n. Montrer quedet(APu) = (det(u))cﬁj. (On pourra commencer par le cas @u
est triangulaire supérieur dans une base convenable, puis utiliser un systeme de générateurs de
GL(V).)

2. (a) SoitK le sous-corps d€ engendré par les racines du polynéiig— 2. Montrer que
'extensionQ C K est galoisienne et déterminer son groupe de Galois.

(b) Montrer quey/2 n’est pas combinaison linéaire & coefficients rationnels de racines de
lunité.

3. Soientpy,...,p, des nombres premiers distincts.
(a) Montrer les deux propriétés :
(i) Le corpsQ(,/p1, - - -, /Pn) €St de degré” surQ.
(i) Un elémentz € Q est un carré dan®(,/p1, .- ., +/Pn) Si et seulement si il
existe une partié C {1,...,n} telle quexr [[,., p; est un carré dan@.
(On pourra procéder par récurrence surmontrer que (ii) se déduit de (i), et que I'asser-
tion (i) au rangn + 1 se déduit de (i) et (ii) au rang.)
(b) Montrer que I'extensio® C Q(,/p1, - - -, /Pn) €st galoisienne et calculer son groupe
de Galois.

4. Soit K C L une extension galoisienne &t= Gal(L/K') son groupe de Galois. On note
G=A{o1,...,0n}.

(1) Soit8: L — L™ l'application définie par(b) = (o1(b),...,0,(b)). Montrer que
'image def engendrd.” commeL-espace vectoriel.

(2) Montrer qu'’il existe des élémentsetd, deL (1 <: < n)telsque )"  a;b; = 1 et
Soraio(b;) =0pours € G\ {id}.

(3) Montrer que le polynéme

D(X1,...,X,) = det (Z Xpa;l(aj(b,,)))
p=1 1<i,j<n
n'est pas le polynéme nul.

(4) On suppose qu& est un corps infini. Montrer qu'il existe € L tel que les éléments
oi(a) (1 <1 < n)forment une base dif-espace vectoriel.



