
TD Algèbre II (2004–2005) Partiel 2005-04-08 / page 1

1. Les questions suivantes sont indépendantes.
(a) Soit V un espace vectoriel de dimension finie, etV1 et V2 des sous-espaces deV .

Montrer que les algèbres extérieures satisfont à :∧(V1 ∩ V2) = ∧(V1) ∩ ∧(V2).
(b) Soitu un endomorphisme d’un espace vectorielV de dimension finien et p un entier

0 ≤ p ≤ n. Montrer quedet(∧pu) = (det(u))Cp−1
n−1. (On pourra commencer par le cas oùu

est triangulaire supérieur dans une base convenable, puis utiliser un système de générateurs de
GL(V ).)

2. (a) SoitK le sous-corps deC engendré par les racines du polynômeX3 − 2. Montrer que
l’extensionQ ⊆ K est galoisienne et déterminer son groupe de Galois.

(b) Montrer que 3
√

2 n’est pas combinaison linéaire à coefficients rationnels de racines de
l’unité.

3. Soientp1, . . . , pn des nombres premiers distincts.
(a) Montrer les deux propriétés :

(i) Le corpsQ(
√

p1, . . . ,
√

pn) est de degré2n surQ.
(ii) Un élémentx ∈ Q est un carré dansQ(

√
p1, . . . ,

√
pn) si et seulement si il

existe une partieI ⊆ {1, . . . , n} telle quex
∏

i∈I pi est un carré dansQ.
(On pourra procéder par récurrence surn : montrer que (ii) se déduit de (i), et que l’asser-

tion (i) au rangn + 1 se déduit de (i) et (ii) au rangn.)
(b) Montrer que l’extensionQ ⊆ Q(

√
p1, . . . ,

√
pn) est galoisienne et calculer son groupe

de Galois.

4. Soit K ⊆ L une extension galoisienne etG = Gal(L/K) son groupe de Galois. On note
G = {σ1, . . . , σn}.

(1) Soit θ: L → Ln l’application définie parθ(b) = (σ1(b), . . . , σn(b)). Montrer que
l’image deθ engendreLn commeL-espace vectoriel.

(2) Montrer qu’il existe des élémentsai et bi deL (1 ≤ i ≤ n) tels que :
∑n

i=1 aibi = 1 et∑n
i=1 aiσ(bi) = 0 pourσ ∈ G \ {id}.

(3) Montrer que le polynôme

D(X1, . . . , Xn) = det

(
n∑

p=1

Xpσ
−1
i (σj(bp))

)

1≤i,j≤n

n’est pas le polynôme nul.
(4) On suppose queK est un corps infini. Montrer qu’il existea ∈ L tel que les éléments

σi(a) (1 ≤ i ≤ n) forment une base duK-espace vectorielL.


