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Soitk un corps.

On appelledegré pondéréur k|xy, ..., z,| défini par unn-uplet (¢4, ..., ¢,) d’entiers
strictement positifs la graduation d¢z,, . .., z,] qui associe a chaque indéterminéde de-
gré ¢; (et donc & un monéme! - - 2% le degré) " | c¢;(;). Ceci généralise le degré (total)
usuel qui correspond simplement au degré pondéré défini paafdet (1,...,1). La notion
de polyndme homogéne (polynéme dont tous les mondmes constituants ont le méme degré)
s’applique également au degré pondéré.

Proposition : Fixons un degré pondéré défini parwuplet(cy, ..., c,). Siyy, ..., y, sont
des éléments algébriquement indépendants|dg . . ., z,,] homogénes de degrésg(y;) =
¢; (au sens du degré pondéré) pour chagueorsklyi, ..., vy, = klzi,...,z,] (i.e., lesy;
forment une base dgzx, . . ., z,| comme algébre de polyndmes au méme titre que,les

Démonstration. NotonsS = k[z,...,x,] etsS’ = k[yi,...,y,] C S. Lek-espace vecto-
riel S; des polyndmes homogénes de degré (pondédanssS admet pour base les monémes
de degrél, il a donc pour dimensionard{ (¢4, ..., ¢,) : > ., ¢;{; = d}. Mais les hypothéses
faites surS’ font qu’exactement le méme raisonnement s’appliqé &défini de fagon ana-
logue). Commes!, C S, et qu'il s’agit de deuxt-espaces vectoriels de méme dimension, on a
doncS); = Sy pour toutd, soitS” = S (puisqueS = @, Sq et de fagon analogue poKf).

v

Corollaire : Fixons un degré pondéré défini parwsuplet(c, ..., c,). Siyi,. .., y, sont
des éléments algébriquement indépendantgde. . . , x,] homogenes (au sens du degré pon-
déré) ettelsqud_" | deg(y;) = >, ¢; (oubienqud ], deg(v;) = .-, ¢;) alors la conclu-
sion de la proposition vaut encore.

Démonstration. Puisque leg); sont algébriquement indépendantgjuelconque d’entre
eux doivent faire intervenir au moinsdes variables; (sans quoi ces polynédmes seraient
algébriqguement liés), ce qui permet d’affirmer gqu’il existe une permutattofi, ..., n} —
{1,...,n} telle quex,; intervient (dans au moins un monéme) dans I'écriturg;det quitte a
réordonner on peut supposer= id. Alors y; fait intervenirz; doncdeg(y;) > deg(z;) = ¢;, et
I'hypothese d’égalité de la somme ou du produit permet de condlgre;) = ¢; exactement,
donc la proposition s’applique. v

Application : Soit G un sous-groupe fini d&(V'), ou V' est un espace euclidien de di-
mensionn, et on supposé&’ engendré par des réflexions. Si. . ., f,, sontn polynémes algé-
briquement indépendants, homogenes de degrés (au sens usuel) respectiyement,, et
si]], d; = card G (ou bien siy_" (d; — 1) = N avecN le nombre de réflexions dads),
alorsR[V]Y =R[f1,..., fal.

Démonstration. Soith, ..., h, un ensemble basique d'invariants d&j%’]“, qui existe
d’'apres le théoréme de Chevalley (puisquest supposé engendré par des réflexions)hjles
sont homogenes et algébriquement indépendan®[1t° = R|h,, ..., h,|. Le degré (total)
usuel suR[V] fournit un degré pondéré sii|h,, ..., h,| en posant justement = deg(h;)
(au sens du degré usuel). Les résultats sur les degrés d’un ensemble basique pour un groupe
engendré par des réflexions montrent alors Jtie,(c; — 1) = N et ¢; = cardG :
I'hypothése faite sur leg; permet donc précisément d’appliquer le corollaire précédent/
Remarque : Il est bien sdr tout a fait possible d’avoeirélémentsy, . . . , y,, algébriguement indépendants et homogénes
(pour un degré pondéré quelconquekde, . .., z,] tels quek[yi, . . ., y.| Soit strictement plus petit qugz1, . . ., z,]. Le
degré de transcendance montre seulementkque, . . ., z,,) est algébrique suk(ys,...,y.), mais il n'est méme pas vrai

en général qué€ = k[z1, ..., z,] Soit entier surS’ = k[yi,...,y»] (prendre par exemple, pour= 2 disons,y; = x1 et
y2 = T122, alorszs = yo/y1 N'est pas entier su$’ sans quoi, puisqué’ est intégralement clos, il serait contenu dedans).



