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Les exercices de cette feuille se suivent logiquement. Toutes les représentations considé-
rées ici seront des représentations de groupes finis sur le corpsC des complexes et seront de
dimension finie.

1 (première formule de projection). (1) SoitW une représentation d’un groupe finiG : on
noteraWG le sous-espace vectoriel des points deW fixes par (tous les éléments de)G, etχW

le caractère deW , c’est-à-dire la fonctionG→ C qui àg ∈ G associe la trace de l’action deg
surW . Montrer quedimWG = 1

card G

∑
g∈G χW (g).

(2) En déduire que siU etV sont deux représentationsirréductiblesdu même groupe finiG
alors 1

card G

∑
g∈G χU(g)χV (g) vaut1 lorsqueU ∼= V (en tant que représentations deG) et 0

sinon. (On rappelle pour cela le lemme de Schur : siU etV sont deux représentations irréduc-
tibles, alorsHomC[G](U, V ) est soit nul soit réduit aux multiples scalaires d’un isomorphisme
entreU etV .)

(3) En déduire les faits suivants : que le caractère d’une représentation (irréductible ou
non) détermine cette dernière, qu’une représentationV est irréductible si et seulement si on a∑

g∈G |χV (g)|2 = cardG, et que le nombre de représentations irréductibles deG est au plus
égal au nombre de classes de conjugaison deG (on va voir à l’exercice 3, qu’il y a égalité).

Corrigé. (1) Considérons l’applicationϕ:W → W définie parϕ(x) = 1
card G

∑
g∈G g · x.

Par définition deχW , la trace deϕ est 1
card G

∑
g∈G χW (g). Mais ϕ est manifestement une

projection deW sur son sous-espaceWG (son image tombe dansWG, et six ∈ WG on a
ϕ(x) = x). Sa trace est donc la dimension de ceWG.

(2) On peut considérer queC-espace vectorielHomC(U, V ) = U∨ ⊗C V (où U∨ dé-
signe le dual deU ) des applicationsC-linéaires deU vers V (en oubliant l’action deG),
puis munir cet espace d’une action deG par (g · ψ)(x) = g · (ψ(g−1 · x)) (pour g ∈ G,
ψ ∈ HomC(U, V ) et x ∈ U ). Pour cette action, on a manifestement(HomC(U, V ))G =
HomC[G](U, V ) (où HomC[G](U, V ) désigne les morphismes — également appelés « opéra-
teurs d’entrelacement » de la représentationU vers la représentationV ). En vertu du lemme de
Schur,dim(HomC(U, V ))G vaut soit1 soit 0 selon qu’il existe ou non un isomorphisme entre
U etV (commeG-représentations), et la question (1) nous permet de conclure dès lors qu’on
aura prouvéχW = χU χV , oùχW est le caractère deU∨ ⊗C V .

Pour voir ce dernier point, en appliquant la formule de la trace sur un produit tensoriel
(i.e. tr(g ⊗ h) = tr(g) tr(h)), il suffit de voir queχU∨ = χU . Or manifestement, sig ∈ G, qui
agit surU∨ par(g · λ)(x) = λ(g−1 · x), les valeurs propres deg agissant surU∨ sont celles de
g−1 agissant surU , c’est-à-dire les inverses des valeurs propres deg agissant surU , et comme
ces valeurs propres sont des racines de l’unité (car tout élément deG a une certaine puissance
qui vaut1) ce sont aussi les conjuguées, d’où la formule recherchée.

(3) On sait (par complète réductibilité) que toute représentationV s’écritV ⊕a1
1 ⊕· · ·⊕V ⊕ar

r

où a1, . . . , ar sont des entiers naturels etV1, . . . , Vr des représentations irréductibles (deux à
deux non isomorphes) ; et on aχV = a1χ1 + · · · + arχr où χV est le caractère deV et χi

celui deVi. Or d’après ce qu’on vient de voir, lesχi sont une famille orthonormale pour le
produit scalaire(α|β) = 1

card G

∑
g∈G α(g)β(g) (sur les fonctionsG→ C), et en particulier ils

sont linéairement indépendants, donc la donnée deχV détermine lesai et, à partir de là,V . De
plus,

∑
g∈G |χV (g)|2 =

∑r
i=1 a

2
i , cette somme valant1 précisément si exactement un desai

vaut1 et les autres0, c’est-à-dire précisément quandV est irréductible. Enfin, comme chaque
caractèreχ est constant sur les classes de conjugaison deG, i.e.,χ(h−1gh) = χ(g) (par la
formule analogue sur la trace), les caractères forment une famille libre dans l’espace vectoriel
des fonctionsG → C constantes sur chaque classe de conjugaison, et la dimension de cet
espace vectoriel est l’ensemble des classes de conjugaison deG. X
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2 (la représentation régulière). On appellereprésentation régulièred’un groupe finiG l’ac-
tion deG sur l’algèbre de groupeR = C[G] elle-même, par multiplication à gauche. Quel est
le caractèreχR de cette représentation régulière ? SiV1, . . . , Vr (deux à deux non isomorphes)
sont toutes les représentations irréductibles deG, écrire explicitementR comme somme directe
desVi avec des multiplicités à déterminer. Montrer que

∑r
i=1(dimVi)

2 = cardG.
Corrigé. Si g = 1 ∈ G, l’action deg sur toute représentation est l’identité, doncχR(1) =

dimR = cardG. Mais sig 6= 1 ∈ G, l’action deg sur la baseG deC[G] se fait par permutation
et sans point fixe : la matrice représentant l’action deg sur C[G] est donc une matrice de
permutation de diagonale nulle, et ceci prouveχR(g) = 0.

À présent, écrivonsR ∼= V ⊕a1
1 ⊕ · · · ⊕ V ⊕ar

r , oùa1, . . . , ar sont des entiers naturels (qui,
a priori, peuvent être nuls), lesV1, . . . , Vr (deux à deux non isomorphes) étant toutes les repré-
sentations irréductibles deG. AlorsχR = a1χ1 + · · ·+ arχr (oùχi désigne le caractère deVi).
En utilisant le produit scalaire(α|β) = 1

card G

∑
g∈G α(g)β(g) et le résultat de l’exercice 1 (2),

on voit queai = (χR|χi) = χi(1) = dimVi pour chaquei. C’est-à-dire que chaque représen-
tation irréductible apparaît comme facteur de la représentation régulière avec pour multiplicité
sa propre dimension. En particulier, on acardG = dimR =

∑r
i=1(dimVi)

2, comme annoncé.
X

3 (seconde formule de projection). Soitα:G → C (oùG est un groupe fini) une fonction
constante sur chaque classe de conjugaison deG. On poseεα = 1

card G

∑
g∈G α(g) g ∈ C[G].

Montrer queεα est central dansC[G] (c’est-à-dire queεαh = hεα pour touth ∈ C[G]). Montrer
queεα agit comme une homothétie sur toute représentation irréductibleV deG.

En déduire que toute fonctionα constante sur chaque classe de conjugaison deG est com-
binaison linéaire des caractères des représentations irréductibles deG, et notamment que le
nombre de représentations irréductibles deG (deux-à-deux non isomorphes) est égal au nombre
de classes de conjugaison deG.

Corrigé. Pour montrer queεα est central dansC[G], il suffit de montrerεαh = hεα pour
tout h ∈ G, le cas d’unh ∈ C[G] s’en déduisant par combinaisonC-linéaire. Or on aεαh =

1
card G

∑
g∈G α(g) gh = 1

card G

∑
g∈G α(hgh−1) (hgh−1)h = 1

card G

∑
g∈G α(g)hg = hεα.

Si V est une représentation irréductible deG, l’action deεα ∈ C[G] sur V commute,
on vient de le voir, à celle de tout élémenth ∈ G, autrement dit, définit un morphisme de
G-représentationsV → V . Mais le lemme de Schur (rappelé dans l’énoncé de l’exercice 1)
implique qu’il s’agit d’une homothétie (un multiple scalaire de l’identité).

Soit maintenantα une fonction complexe constante sur chaque classe de conjugaison deG.
En utilisant le produit scalaire(α|β) = 1

card G

∑
g∈G α(g)β(g) et en remplaçantα par α −∑r

i=1(χi|α) où lesχi sont les caractères des représentations irréductiblesVi (pouri = 1, . . . , r)
deux à deux non isomorphes deG, comme on a vu précédemment que lesχi sont une famille
orthonormale, on peut supposer que(α|χi) = 0 pour chaquei, et il s’agit de prouver queα = 0.
Formonsεα comme on l’a vu : pour toute représentation irréductibleV , commeεα agit comme
une homothétie surV , c’est l’homothétie de rapport 1

dim V
χV (εα). Mais χV (εα) = (χV ∨ , α)

(puisqueχV ∨ = χV ), et ceci est nul (en effetV ∨ est aussi une représentation irréductible
si V l’est). C’est donc queεα agit trivialement sur toute représentation irréductible, donc sur
toute représentation (par complète réductibilité), et notamment sur la représentation régulièreR
(cf. exercice 2) : c’est donc queεα = 0 (dansC[G]), et ceci impliqueα = 0. On a bien prouvé
que toute fonction comple constante sur chaque classe de conjugaison deG est combinaison
linéaire desχi. Comme par ailleurs lesχi sont linéairement indépendants (par l’exercice 1), ils
sont une base de l’espace des telles fonctionsα, et leur nombrer est précisément la dimension
de cet espace, soit le cardinal de l’ensemble des classes de conjugaison deG. Insistons : les
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caractèresχi des représentations sont une base orthonormale, pour le produit scalaire(•|•), de
l’ensemble des fonctions complexes surG constantes sur chaque classe de conjugaison deG.

X

4 (groupe diédral). Déterminer les représentations irréductibles du groupe diédral dun-gone
(Dn a2n éléments,1, r, . . . , rn−1, s, sr, . . . , srn−1 avec les relationsrn = r2 = srsr = 1). On
distinguera pour cela le casn = 2m et le casn = 2m+ 1.

Corrigé. Commençons par le casn = 2m + 1. Majorons tout d’abord le nombre de
classes de conjugaison d’éléments deDn : puisques−1ris = r−i, les élémentsri et r−i sont
dans la même classe, et puisquer−jsrirj = sri+2j, tous lessri sont dans la même classe.
On a donc au plusm + 2 classes de conjugaison, et si on trouvem + 2 représentations ir-
réductibles dont les caractères sont deux à deux distincts on aura prouvé que ce sont toutes
les représentations irréductibles (et qu’il y a exactementm + 2 classes de conjugaison). Or
on a deux représentations évidentes abéliennes, c’est-à-dire de dimension1 (nécessairement
irréductibles) : la représentation triviale (chaque élément deDn agit comme l’identité) et la
représentation « alternée » qui fait agir chaqueri par+1 et chaquesri par−1. De plus, siω est
une racine(2m + 1)-ième de l’unité, différente de1 (mais non nécessairement primitive), on

a la représentationVω, de dimension2, sur laqueller agit par

(
ω 0
0 ω−1

)
et s par

(
0 1
1 0

)
.

Cette dernière représentation est irréductible d’après le critère vu à l’exercice 1 (3) : dès que
ω 6= 1 on a

∑2m
i=0(ω

i + ω−i)2 = 4m + 2 = cardDn en développant. Ceci fournitm nouvelles
représentations irréductibles non isomorphes (il y am paires{ω, ω−1} de racines(2m + 1)-
ièmes de l’unité différentes de1). On a ainsi trouvé lesm + 2 représentations irréductibles
recherchées. On vérifie la formule donnée à la fin de l’exercice 2 :4m + 2 est bien le cardinal
deDn.

Passons maintenant au casn = 2m. On a toujours la représentation triviale de dimension1
(chaque élément deDn agit comme l’identité) et la représentation « alternée » de dimension1
qui fait agir chaqueri par+1 et chaquesri par−1. Et siω est une racine2m-ième de l’unité
différente de1 et de−1, on a toujours la représentationVω de dimension2, sur laqueller agit

par

(
ω 0
0 ω−1

)
ets par

(
0 1
1 0

)
. L’irréductibilité deVω vaut encore, pour les mêmes raisons.

On a de plus deux nouvelles représentations de dimension1 : celle sur laquelle lesri ou sri

aveci pairs agissent comme+1 et lesri ou sri aveci impair comme−1, et celle (tensorisée
de la précédente par la représentation alternée) sur laquelle lesri aveci pair et lessri aveci
impair agissent comme+1 et lesri aveci impair et lessri aveci pair agissent comme−1.
En tout, on a trouvém + 3 représentations irréductibles (dont4 de dimension1 etm − 1 de
dimension2). Quant aux classes de conjugaison, pour les mêmes raisons que précédemment,
ri etr−i sont dans la même classe, etsri sont dans une même classe pour tous lesi pairs d’une
part et tous lesi impairs de l’autre : ceci fait au plusm + 3 classes de conjugaison, donc on a
bien trouvé toutes les représentations irréductibles. On vérifie de nouveau :4(m−1)+4 = 4m
est bien le cardinal deDn. X

5 (S4). Déterminer toutes les représentations irréductibles du groupe symétriqueS4 sur
quatre objets. Dresser la table des caractères. Puis calculer chaque produit tensoriel possible de
deux telles représentations (i.e., sa décomposition en somme de représentations irréductibles).

Corrigé. Les classes de conjugaison deS4 sont connues : elles sont en bijection cano-
nique avec les partitions de4 (soit4, 3+1, 2+2, 2+1+1 et1+1+1+1), la correspondance étant
donnée par la longueur des orbites pour l’action standard ; autrement dit, on cherche à trouver
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cinq représentations irréductibles deux à deux non isomorphes, et on les aura toutes. Pour éva-
luer le produit scalaire, il faut noter le nombre d’éléments de chaque classe de conjugaison
de S4 : à part l’identité, il y a6 transpositions,3 produits de deux transpositions disjointes,
8 tricycles et6 cycles de longueur4 (et on vérifie1 + 6 + 3 + 8 + 6 = 24 = card S4).

On a au moins la représentation trivialeU de dimension1 (sur laquelle tout élément de
S4 agit trivialement), et la représentation « alternée »U ′ — également de dimension1 — sur
laquelle chaque élément agit par sa signature.

On a ensuite la représentation « standard »V , de dimension3 : elle consiste à faire agirS4

par permutation sur les quatre coordonnéesx1, x2, x3, x4 de l’hyperplanx1 + x2 + x3 + x4 = 0
dansC4 : son caractère vaut donc3 sur l’identité,1 sur une transposition,−1 sur le produit
de deux transpositions disjointes,0 sur un tricycle et−1 sur un cycle de longueur4. Comme
32 + 6× 12 + 3× (−1)2 + 8× 02 + 6× (−1)2 = 24, cette représentation est irréductible.
De même, on voit que la représentationV ′ = V ⊗C U ′ produit tensoriel de la représentation
standard par la représentation alternée est irréductible (et différente deV ′).

On peut trouver le caractère de la dernière représentationW en utilisant les relations d’or-
thonormalité sur les lignes et les colonnes de la matrice des caractères. On peut aussi la décrire
explicitement : le groupeS4 admet pour sous-groupe distingué le sous-groupeV d’indice 6
formé de l’identité et des trois produits de deux transpositions disjointes. Le quotientS4/V est
isomorphe àS3 : la représentation standard, de dimension2, deS3 (qui est définie de façon
exactement analogue à celle deS4, ou bien peut se voir commeVω (cf. exercice 4), avecω
racine primitive cubique de l’unité), définit donc une représentation surS4 (sur laquelleV agit
trivialement). Le caractère deW vaut donc2 sur l’identité,0 sur une transposition,2 sur le
produit de deux transpositions disjointes,−1 sur un tricycle et0 sur un cycle de longueur4.

Finalement, la table des caractères deS4 est la suivante :
(1) (6) (3) (8) (6)

identité transp. deux trsp. tricycle 4-cycle
[1] U +1 +1 +1 +1 +1
[1] U ′ +1 −1 +1 +1 −1
[3] V +3 +1 −1 0 −1
[3] V ′ +3 −1 −1 0 +1
[2] W +2 0 +2 −1 0
— et on peut en vérifier l’orthonormalité des lignes et des colonnes.

Pour décomposer les produits tensoriels, il suffit de remarquer que le caractère du produit
tensoriel de deux représentations est (d’après la formule donnant la trace du produit tensoriel
de deux endomorphismes) le produit des caractères, et il suffit pour décomposer dans la base
des caractères des représentations irréductibles d’évaluer le produit scalaire avec chacun de ces
caractères. Finalement on obtient la table suivante pour les produits tensoriels :

U U ′ V V ′ W
U ′ U V ′ V W
V V ′ U ⊕ V ⊕ V ′ ⊕W U ′ ⊕ V ⊕ V ′ ⊕W V ⊕ V ′

V ′ V U ′ ⊕ V ⊕ V ′ ⊕W U ⊕ V ⊕ V ′ ⊕W V ⊕ V ′

W W V ⊕ V ′ V ⊕ V ′ U ⊕ U ′ ⊕W
— ce qui permet de calculer le produit tensoriel de deux représentations quelconques.X


