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Les exercices de cette feuille se suivent logiquement. Toutes les représentations considé-
rées ici seront des représentations de groupes finis sur le donghss complexes et seront de
dimension finie.

1 (premiere formule de projection). (1) Soit}¥ une représentation d’un groupe fii: on
noteralV ¢ le sous-espace vectoriel des pointdddixes par (tous les éléments d&) et vy
le caractére d&l/, c’est-a-dire la fonctiots — C qui ag € G associe la trace de l'action de
surlV. Montrer quedim W9 = —t=>" . xw(9)-

(2) En déduire que g etV sont deux représentatiomggductiblesdu méme groupe firt
alorsﬁ deG xuv(9) xv(g) vautl lorsquelU = V (en tant que représentations @ et 0
sinon. (On rappelle pour cela le lemme de Schurlf gtV sont deux représentations irréduc-
tibles, alorsHomc¢ (U, V') est soit nul soit réduit aux multiples scalaires d’un isomorphisme
entreU etV'.)

(3) En déduire les faits suivants : que le caractére d’'une représentation (irréductible ou
non) détermine cette derniére, qu’une représentati@st irréductible si et seulement si on a
> g Ixv(9)|> = card G, et que le nombre de représentations irréductible§’ ést au plus

égal au nombre de classes de conjugaisofi gen va voir a I'exercice 3, qu’il y a égalité).

Corrigé. (1) Considérons I'applicatiop: W — W définie pakp(x) = ﬁ dec g-z.

Par définition deyy, la trace dep est —— >_gec Xw(g). Mais ¢ est manifestement une
projection delV sur son sous-espad¢€“ (son image tombe darig’“, et sizx ¢ W on a
o(z) = x). Sa trace est donc la dimension d&&¥.

(2) On peut considérer qué-espace vectorieHome (U, V) = UY ®¢ V (ou U dé-
signe le dual d€/) des application&-linéaires delUU vers V' (en oubliant l'action de&),
puis munir cet espace d’'une action @epar (g - ¢)(z) = g - (Y(¢~' - z)) (pourg € G,
¢ € Home(U,V) etz € U). Pour cette action, on a manifesteméHomc(U,V))¢ =
Homg) (U, V) (ou Homeg) (U, V) désigne les morphismes — également appelés « opéra-
teurs d’entrelacement » de la représentatiorers la représentatior). En vertu du lemme de
Schur,dim(Hom¢ (U, V)¢ vaut soitl soit 0 selon qu'il existe ou non un isomorphisme entre
U etV (commeG-représentations), et la question (1) nous permet de conclure dés lors qu’on
aura prouvéy = X Xv, OUxw est le caractere dé¥ @¢ V.

Pour voir ce dernier point, en appliquant la formule de la trace sur un produit tensoriel
(i.e.tr(g ® h) = tr(g) tr(h)), il suffit de voir quey,v = Y. Or manifestement, gi € G, qui
agitsurU" par(g - \)(z) = A(g~! - z), les valeurs propres deagissant sut/* sont celles de
g~ ! agissant sut/, c’est-a-dire les inverses des valeurs propreg dgissant sut/, et comme
ces valeurs propres sont des racines de l'unité (car tout élémeénadee certaine puissance
qui vautl) ce sont aussi les conjuguées, d’ou la formule recherchée.

(3) On sait (par compléte réductibilité) que toute représentatisiécritV,** @ - . @V &
oUays,...,a, sont des entiers naturels &, . .., V,. des représentations irréductibles (deux a
deux non isomorphes); et on\g = a;x1 + --- + a,x, OU xy est le caractere d¥ et y;
celui deV;. Or d’aprés ce qu’on vient de voir, leg sont une famille orthonormale pour le
produit scalairda|3) = —L~ >_gec @(9)B(g) (sur les fonctiongx — C), et en particulier ils
sont linéairement indépendants, donc la donnég,ddétermine les; et, a partir de la}/. De
plus, 3" o Ixv(9)]* = >, ai, cette somme valanit précisément si exactement un des
vautl et les autre$, c’est-a-dire précisément quamdest irréductible. Enfin, comme chaque
caractérey est constant sur les classes de conjugaiso&v diee., x(h~'gh) = x(g) (par la
formule analogue sur la trace), les caracteres forment une famille libre dans I'espace vectoriel
des fonctionsgz — C constantes sur chaque classe de conjugaison, et la dimension de cet
espace vectoriel est 'ensemble des classes de conjugaigen de v
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2 (lareprésentation réguliére). On appelleeprésentation régulierd’'un groupe finiGG I'ac-
tion deG sur I'algébre de group®& = C|G| elle-méme, par multiplication & gauche. Quel est
le caractére i de cette représentation réguliere ASi. . ., V, (deux a deux non isomorphes)
sont toutes les représentations irréductible§ gdécrire explicitement: comme somme directe
desV; avec des multiplicités a déterminer. Montrer qug_, (dim V;)? = card G.

Corrigé. Sig =1 € G, I'action deg sur toute représentation est I'identité, dang1) =
dim R = card G. Mais sig # 1 € G, I'action deg sur la basé&r deC[G] se fait par permutation
et sans point fixe : la matrice représentant I'actiongdsur C[G] est donc une matrice de
permutation de diagonale nulle, et ceci proyygg) = 0.

A présent, écrivon® = V" @ ... @ V. olay,...,a, sont des entiers naturels (qui,
a priori, peuvent étre nuls), g, . . ., V. (deux a deux non isomorphes) étant toutes les repré-
sentations irréductibles d&. Alors xg = a1 x1 + - - - + a.. - (OU x; désigne le caractére dé).
En utilisant le produit scalaire|3) = — >_gcc @(9)B(g) etle résultat de I'exercice 1 (2),
on voit quea; = (xr|xi) = x:(1) = dim V; pour chaqué. C’est-a-dire que chaque représen-
tation irréductible apparait comme facteur de la représentation réguliére avec pour multiplicité
sa propre dimension. En particulier, onaad G = dim R = )", (dim V;)?, comme annoncé.

v

3 (seconde formule de projection). Soita: G — C (ou G est un groupe fini) une fonction
constante sur chaque classe de conjugaisof.den poses, = —L— > gecalg) g € C[G].
Montrer que:,, est central dan§[G] (c’est-a-dire que,h = he,, pour touth € C[G]). Montrer
quee, agit comme une homothétie sur toute représentation irrédudfibleG.

En déduire que toute fonctianconstante sur chaque classe de conjugaisdr egst com-
binaison linéaire des caractéres des représentations irréductiblésedenotamment que le
nombre de représentations irréductiblegdgleux-a-deux non isomorphes) est égal au nombre
de classes de conjugaison@e

Corrigé. Pour montrer que,, est central dang§ |G|, il suffit de montrer,h = he,, pour
touth € G, le cas d'unh € C[G] s’en déduisant par combinais@hlinéaire. Or on &,h =
ard@ 2ogec (9) 9h = gaa 2o geq hgh™) (hgh™ )b = e 30 g o(g) hg = hea.

Si V' est une représentation irréductible de l'action deec, € C[G] surV commute,
on vient de le voir, a celle de tout élémente G, autrement dit, définit un morphisme de
G-représentation¥ — V. Mais le lemme de Schur (rappelé dans I'’énoncé de I'exercice 1)
implique qu’il s’agit d’'une homothétie (un multiple scalaire de I'identité).

Soit maintenant une fonction complexe constante sur chaque classe de conjugaison de
En utilisant le produit scalairén|5) = ﬁzgeGa(Q)ﬁ(‘q) et en remplagant par o —
> i (xila) ou lesy; sont les caractéres des représentations irréduciiblgsuri = 1,...,r)
deux a deux non isomorphes @¢ comme on a vu précédemment queyesont une famille
orthonormale, on peut supposer quéy;) = 0 pour chaque, et il s’agit de prouver que = 0.
Formons:, comme on I'a vu : pour toute représentation irréductibleomme=,, agit comme
une homothétie suv’, c’est 'homothétie de rapporLt+ xv (e,). Mais xv (ca) = (xvv, )
(puisqueyxyv = Xv), et ceci est nul (en effet’” est aussi une représentation irréductible
si V l'est). C’est donc que,, agit trivialement sur toute représentation irréductible, donc sur
toute représentation (par compléte réductibilité), et notamment sur la représentation réguliére
(cf. exercice 2) : c’est donc que, = 0 (dansC|G]), et ceci impliquex = 0. On a bien prouvé
gue toute fonction comple constante sur chaque classe de conjugaisbasie&eombinaison
linéaire desy;. Comme par ailleurs leg; sont linéairement indépendants (par I'exercice 1), ils
sont une base de I'espace des telles fonctigres leur nombre- est précisément la dimension
de cet espace, soit le cardinal de 'ensemble des classes de conjugaiSoimdestons : les
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caractéreg; des représentations sont une base orthonormale, pour le produit spekejiyele
'ensemble des fonctions complexes sticonstantes sur chaque classe de conjugais@r. de
v

4 (groupe diédral). Déterminer les représentations irréductibles du groupe diédrakpune
(D, a2n éléments],r,...,r" 1 s sr,...,sr" 1 avec les relations” = r2 = srsr = 1). On
distinguera pour cela le cas= 2m et le cas» = 2m + 1.

Corrigé. Commengons par le cas = 2m + 1. Majorons tout d’abord le nombre de
classes de conjugaison d’élémentside: puisques—!ris = r~¢, les éléments’ et r—* sont
dans la méme classe, et puisquésrir’ = srit?/, tous lessr’ sont dans la méme classe.
On a donc au plus: + 2 classes de conjugaison, et si on trounet 2 représentations ir-
réductibles dont les caracteres sont deux a deux distincts on aura prouvé que ce sont toutes
les représentations irréductibles (et qu’il y a exactement 2 classes de conjugaison). Or
on a deux représentations évidentes abéliennes, c'est-a-dire de dimerie&ressairement
irréductibles) : la représentation triviale (chaque élémenbDgegit comme l'identité) et la
représentation « alternée » qui fait agir chaguear-+1 et chaquer’ par—1. De plus, siv est
une racing2m + 1)-ieme de l'unité, différente dé (mais non nécessairement primitive), on
w 0 0 1
0 w-! ets par L 0
Cette derniere représentation est irréductible d’aprés le critere vu a I'exercice 1 (3) : dés que
w#1onad. " (v +w™)? = 4m + 2 = card D,, en développant. Ceci fournit nouvelles
représentations irréductibles non isomorphes (il paires{w,w™'} de racineg2m + 1)-
iemes de l'unité différentes dB. On a ainsi trouvé les + 2 représentations irréductibles
recherchées. On vérifie la formule donnée a la fin de I'exercicé2+ 2 est bien le cardinal
deD,,.

Passons maintenant au eas- 2m. On a toujours la représentation triviale de dimengion
(chaque élément dB,, agit comme l'identité) et la représentation « alternée » de dimension
qui fait agir chaque par+1 et chaquesr® par—1. Et siw est une racin@m-iéme de l'unité
différente del et de—1, on a toujours la représentatidf) de dimensior2, sur laquelle- agit

a la représentatiolt,, de dimensior2, sur laqueller agit par

par (%} wa ets par (1) (1)) L'irréductibilité deV, vaut encore, pour les mémes raisons.

On a de plus deux nouvelles représentations de dimensialle sur laquelle les’ ou sr?

aveci pairs agissent commel et lesr? ou sr’ aveci impair comme-—1, et celle (tensorisée

de la précédente par la représentation alternée) sur laqueliedesci pair et lessr aveci

impair agissent comme-1 et lesr® avec: impair et lessr® aveci pair agissent comme 1.

En tout, on a trouvén + 3 représentations irréductibles (dohtle dimensionl etm — 1 de
dimension2). Quant aux classes de conjugaison, pour les mémes raisons que précédemment,
r* etr~* sont dans la méme classeset sont dans une méme classe pour tous fesrs d’une

part et tous leg impairs de l'autre : ceci fait au plus + 3 classes de conjugaison, donc on a
bien trouvé toutes les représentations irréductibles. On vérifie de nowlgau-1) +4 = 4m

est bien le cardinal d®,,. v

5 (6,4). Déterminer toutes les représentations irréductibles du groupe symé®igsar
guatre objets. Dresser la table des caracteres. Puis calculer chaque produit tensoriel possible de
deux telles représentations (i.e., sa décomposition en somme de représentations irréductibles).

Corrigé. Les classes de conjugaison @g sont connues : elles sont en bijection cano-
nique avec les partitions dgsoit4, 3+1, 2+2, 2+1+1 et1+1+1+1), la correspondance étant
donnée par la longueur des orbites pour I'action standard ; autrement dit, on cherche a trouver
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cing représentations irréductibles deux a deux non isomorphes, et on les aura toutes. Pour éva-
luer le produit scalaire, il faut noter le nombre d’éléments de chaque classe de conjugaison
de &, : a part l'identité, il y a6 transpositions3 produits de deux transpositions disjointes,
8 tricycles et6 cycles de longueut (et on vérifiel +6 + 3 + 8 + 6 = 24 = card &,).
On a au moins la représentation trividlede dimensionl (sur laquelle tout élément de
&, agit trivialement), et la représentation « alternéé’»— également de dimensidn— sur
laguelle chaque élément agit par sa signature.
On a ensuite la représentation « standabd ge dimensior3 : elle consiste a faire agi,
par permutation sur les quatre coordonnégs:,, x3, x4 de 'hyperplanz; + x5 + x5+ x4 = 0
dansC* : son caractere vaut doricsur I'identité, 1 sur une transposition; 1 sur le produit
de deux transpositions disjointéssur un tricycle et-1 sur un cycle de longueur. Comme
32 +6x12+3x(—1)>+8x0%+6x (—1)* = 24, cette représentation est irréductible.
De méme, on voit que la représentatish= V' @¢ U’ produit tensoriel de la représentation
standard par la représentation alternée est irréductible (et différemtg.de
On peut trouver le caractere de la derniére représentdfti@m utilisant les relations d’or-
thonormalité sur les lignes et les colonnes de la matrice des caractéres. On peut aussi la décrire
explicitement : le group&, admet pour sous-groupe distingué le sous-graUpeindice 6
formé de I'identité et des trois produits de deux transpositions disjointes. Le quetjgiit est
isomorphe 853 : la représentation standard, de dimensipde &3 (qui est définie de fagon
exactement analogue a celle ég, ou bien peut se voir commeg, (cf. exercice 4), avew
racine primitive cubique de I'unité), définit donc une représentatio®sysur laquellel agit
trivialement). Le caractere dé’ vaut donc2 sur l'identité,0 sur une transpositior, sur le
produit de deux transpositions disjointes, sur un tricycle et sur un cycle de longueur.
Finalement, la table des caractéres®leest la suivante :

(1) (6) (3) (8) (6)
identité transp. deux trsp. tricycle 4-cycle
[1] U +1 +1 +1 +1 +1
[1] U’ +1 —1 +1 +1 ~1
[3] % +3 +1 -1 0 -1
[3] %4 +3 -1 —1 0 +1
[2] 1474 +2 0 +2 -1 0

— et on peut en vérifier I'orthonormalité des lignes et des colonnes.

Pour décomposer les produits tensoriels, il suffit de remarquer que le caractére du produit
tensoriel de deux représentations est (d’apres la formule donnant la trace du produit tensoriel
de deux endomorphismes) le produit des caractéres, et il suffit pour décomposer dans la base
des caractéres des représentations irréductibles d’évaluer le produit scalaire avec chacun de ces
caractéres. Finalement on obtient la table suivante pour les produits tensoriels :

U U’ Vv Vv’ W

U’ U Vv’ Vv |44

Vv Vv’ UeVaeVaeWw UsVaoeVeWw VeV
Vv’ Vv UsVoV oW UeVaeVeWw VeV
W W VeV VeV UaU oW

— ce qui permet de calculer le produit tensoriel de deux représentations quelconqueg.



