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Les exercices de cette feuille se suivent logiquement. Toutes les représentations considé-
rées ici seront des représentations de groupes finis sur le donghss complexes et seront de
dimension finie.

1 (premiere formule de projection). (1) SoitlV une représentation d’'un groupe fii: on
noteralV’“ le sous-espace vectoriel des pointdtdixes par (tous les éléments d&) et
le caractéere d&l/, c’est-a-dire la fonctiots — C qui ag € G associe la trace de I'action de
surlV. Montrer quedim W9 = —t=>" - xw(9)-

(2) En déduire que g etV sont deux représentatiomggductiblesdu méme groupe firt
a]orsﬁ > gec Xu(9) xv(g) vautl lorsqueU = V/ ((_-:'n tant que représentatior_ls @§ eto
sinon. (On rappelle pour cela le lemme de Schuili st sont deux représentations irréduc-
tibles, alorsHomc¢ (U, V') est soit nul soit réduit aux multiples scalaires d’un isomorphisme
entreU etV.)

(3) En déduire les faits suivants : que le caractére d’'une représentation (irréductible ou
non) détermine cette derniére, qu’'une représentati@st irréductible si et seulement si on a
> gec Ixv(g)]? = card G, et que le nombre de représentations irréductible§ @st au plus
égal au nombre de classes de conjugaisofi gen va voir a I'exercice 3, qu’il y a égalité).

2 (lareprésentation réguliere). On appelleeprésentation régulierd’un groupe finiG I'ac-
tion deG sur I'algébre de group& = C|G] elle-méme, par multiplication & gauche. Quel est
le caractere r de cette représentation réguliere A/gi. . ., V, (deux a deux non isomorphes)
sont toutes les représentations irréductible& décrire explicitemenk comme somme directe
desV; avec des multiplicités a déterminer. Montrer qug_, (dim V;)? = card G.

3 (seconde formule de projection). Soita: G — C (ou G est un groupe fini) une fonction
constante sur chaque classe de conjugaisofi.den pose:, = —— > gecalg) g € C[G].
Montrer que:,, est central dan§[G] (c’est-a-dire que,h = he,, pour touth € C[G]). Montrer
quee, agit comme une homothétie sur toute représentation irrédudfiblec.

En déduire que toute fonctianconstante sur chaque classe de conjugaisdr egt com-
binaison linéaire des caractéres des représentations irréductiblésedenotamment que le
nombre de représentations irréductiblegtdgleux-a-deux non isomorphes) est égal au nombre
de classes de conjugaison@e

4 (groupe diédral). Déterminer les représentations irréductibles du groupe diédrakptune
(D,, a2n éléments],r,...,r" 1 s, sr,...,sr" ! avec les relations” = r? = srsr = 1). On
distinguera pour cela le cas= 2m et le cas» = 2m + 1.

5 (64). Deéterminer toutes les représentations irréductibles du groupe symeé®igsar
guatre objets. Dresser la table des caracteres. Puis calculer chaque produit tensoriel possible de
deux telles représentations (i.e., sa décomposition en somme de représentations irréductibles).



