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1. SoitQ le groupe des quaternions, i.e., le groupe ayant huit elemestss;, si, ¢, ts;, ts;,
tsg, out estcentralf” = 1, ets? = s7 = s = s;5;5;, = t. On appelleR[Q] 'algébre de groupe
sur ) a coefficients danR (c’est-a-dire les combinaisori&linéaire formelles d’éléments de
@, la multiplication provenant de celle s@). On rappelle qu’une représentation@esignifie
la méme chose qu’une représentatiorRj@| (unR[@Q]-module & gauche).

Déterminer quatre représentations@eée dimensiorl surR. Montrer que le plongement
évident (soitt — —1, s; — i, s; — j ets, — k) de @ dans l'algébred des quaternions
réels (voir exercice 3 de la feuill€2) définit une représentation irréductible (= simple)ge
de dimensiond surR. En déduire une écriture explicite deRaalgébre (semisimpleR[Q]
comme produit d’algebres simples.

En déduire une écriture d&[()] comme produit d’algébres de matrices (on rappelle que
H®gr C = My (C), cf. loc. cit). Quelles sont les représentations irréductibles complexése

Corrigé. Ondispose tout d’abord de la représentation trividlautrement dit I'action de
Q@ surR par l'identité. Par ailleurs, le groupgg admet trois sous-groupes (distingués) d’indice
2, asavoird; = {1,s;,t,ts;}, H; = {1,s;,t,ts;} et H, = {1,sy,t,ts;}, Ses quotients par
lesquels sont d’ordré : a partir de la représentatidn du groupeZ/2Z surR dans laquelle
I'unique éléments non trivial agit commer — —zx, on obtient trois représentatiom V; et
V. de dimension de( (ainsi, surl;, les éléments, s;, t, ts; agissent comme l'identité tandis
ques;, s, ts;, ts; agissent comme — —z).

Le plongement d&) dans le groupél* des quaternions non nuls donné par —1,
s; — 1, s; — j ets, — k faitdeWW = H une représentation de dimensi¢mle (). Cette
représentation est irréductible : en effet, un sous-espad® de H qui serait laissé stable
par( serait stable par multiplication par tout élémentfi@puisquei, j, k I'engendrent comme
algébre), mais commié est une algébre a division (pour taue H\ {0} il existeq’ € H\ {0}
tel queqq’ = 1), ce sous-espace est nécessairemensaiit 11/ tout entier.

On a donc déterminé un morphismede R[Q] versR x R x R x R x H, envoyant un
élémenta € R[Q] sur son action sur les représentatiéns/;, V;, Vi, et W respectivement (la
premiere composante envoie chaque élémeid dar 1, la seconde envoig ¢, s;, ts; surl et
s;, Sk, ts;, ts, sur—1, la troisieme et la quatrieme sont analogues, et la derniére ehsoie,
tsur—1, s; suri, s; surj ets; surk).

Le plus facile est de vérifier directement la surjectivitépdd’élémentg(l +5;+5;+ 5+
t+ts;+ts;+ts;) apourimagél,0,0,0,0), 'éléments(14s; —s; — sp+t+ts; —ts; —ts;) @
pour image(0, 1,0,0,0), I'élément$ (1 — t) a pour image0, 0, 0,0, 1) et I'élément} (s; — ts;)

a pour image€o, 0,0, 0, ), tout ceci (ainsi que les éléments analogues pairk au lieu der)
attestant de la surjectivité de

Linjectivité de ¢ résulte de sa surjectivité par égalité des dimensions. On alj@pic=
RxRxRxR x H.

On peut également préférer justifier la bijectivité@par un raisonnement plus absttait
l'algébre semisimpled = R[Q)] est le produit de ses composantes simghgs & chacune
desquelles correspond une représentation irredudtjpte A pour laquelleB, est I'image de
A dansEnd, (V). Ici, en prenant pouv, les représentations irréductibles qu'on a trouvees,
se surjecte bien sur le produit dBs (qui sont respectivement quatre fdiset une foisH).

Comme manifestemefit[Q)] = R[Q] ®r C, on peut en déduir€[Q] = Cx Cx C x C
x M, (C) ou la derniére composante de I'isomorphisgme en question envoie, s;, s;, s,

(Y Noter cependant qu’on utilise ici la théorie des algébres semisimples sur un corps, &sguoin’est pas algébriquement
clos : uneR-algébre (de dimension finie) simple est un anneau de matrices sur une algébre a divisigriaquelle peut étre
R lui-méme ou bierC ou H.
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t,ts;, ts;, tsy respectivement sur les matrices;, o, oy, —1, —0;, —0;, —0;, OU ON & POSE; =

0 i 0 -1 i 0 : ) .
(Z. 0)%={1 o eto, = 0 i) Pour ce qui est des représentations complexes
de ), on a les représentationi& (triviale), V; ¢, V,c et V, ¢ obtenues par tensorisation de
U, Vi, V; etV respectivement ave€ (et exactement analogues), et une représentation
de dimensior2 donnée par les matrices, o;, o, définies ci-dessus : la représentation réelle
irréductible W, complexifiée eV @ C, devient réductible comm&’ @ C = W & W,

'isomorphisme envoyant € H sur le couple des deux vecteurs color@é) et (?) dans

Waow. v
2. Soit C,, le groupe cyclique d’ordre:. Montrer que pour tout corps on ak[C,]| =

k[t]/(t" — 1) : en particulier, que vauT|C,,] et quelles sont les représentations irréductibles de
C,, surC? et que vau)[C,,| et quelles sont les représentations irréductible§,dsurQ ?

Corrigé. Soito un générateur dé€',. Le morphismey: k[t] — k[C,,| envoyantt suro
(ce qui le définit uniquement) passe au quotiehfty/ (t" — 1) puisques™ = 1 dansC,, (donc
dansk|[C,]). Le morphismep: k[t]/(t* — 1) — k[C,,] ainsi défini est bijectif car il envoie la
k-base de[t]/(t" — 1) formée des classes déspour0 < k < n sur lak-base dé[C,,] formée
deso”.

Lorsquek = C (ou du moins contient une racine primitiueiéme de I'unité, sous-entendu
n non multiple de la caractéristique dgalorst™ — 1 se factorise commE[?:_O1 (t — ¢%) avec
¢ = e*/™ racine primitiven-iéme de l'unité, et alor€[C,,] = C[t]/(t" — 1) = [[,=, C ou
lisomorphismeC|t]/(t" — 1) = [[,-, C (résultant du théoréme chinois, si 'on veut) envoie
t sur la famille deq1,¢,...,¢" ). Autrement dit, les représentations @g sur C sont les
V,, toutes de dimensioh, ol o agit surV, par multiplication pax* (remarquer qué/; est la
représentation triviale).

Lorsquek = Q, alorst™ — 1 se factorise commg[, , ®4(t) avecd, le d-ieme polyndme
cyclotomique, et alor®[C,] = Q[t]/(¢" — 1) =[], Q[¢a] 0UQ[(4] est I'extension de corps
de degrél de Q obtenue en y rajoutant une racine primitikéeme de l'unité ;. Autrement
dit, les représentations d&, sur Q sont lesU,, de dimensiony(d), ou U, est leQ-espace
vectrielQ[(,] sur lequeb agit par multiplication pac,. v

3 (lemme de la trace). Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finieet G un groupe
opérant fidelement ef-linéairement sul/ de sorte que la représentatibhde G soit irré-
ductible. On suppose que le caractargs — C, (c’est-a-dire la fonction associant a un
g € G latrace de l'actiorp(g) de g surV’) a une image finie de cardinal Montrer alors
quecard G < . Pour cela, on montrera (en utilisant un résultat de Burnside) qu'il extste
élémentsyy, . . ., g,2 deG qui (c’est-a-dire dont les images parG — Endc(V')) forment une
C-base deindc (V) = M, (C), puis on montrera que les traces dgs, pourh € Endc(V),
déterminent..

Application(probléme de Burnside pour les groupes linéaires) : Supposons goé un
sous-groupe dé&'L, (C) tel queg”™ = 1 pour toutg € G (I'exposant de divise N) : montrer
gualorscard G < N™, d’abord en supposant q& est une représentation irréductible de
G, puis sans cette hypothése (en procédant par récurrence sur la dimension, en décomposant
explicitement l'action de&7).

Corrigé. D’apres un résultat de Burnside, puisgdest une représentation irréductible
(sur un corps algébriqguement clos, en I'occurre@d’applicationC[G] — End¢ (V') est sur-
jective. Il s’ensuit qu'il existen? élémentsyy, . . ., g,2 de G dont les images darisndc (V) =
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M, (C) forment une base de celui-ci. Regardons a présent I'applic&tiiméaires: Endc (V)
— C™ qui envoieh € Endc (V) sur 'ensemble des traces hp(g;)) des (actions de)g; sur
V.Sionas(h) = 0 alorstr(hp(g;)) = 0 pour touti, donctr(hy) = 0 pour touty € Endc(V),
et en prenant pouy les différents éléments de la base canoniquildéC), on voit queh = 0.
Ceci prouve l'injectivité de. Mais alorsG a un cardinal borné par son image parp, Soit au
plusr™ (puisque chaque coordonnéesderend au plus valeurs), comme annonceé.

Soit maintenan&' un sous-groupe dé'L,,(C) tel queg”¥ = 1 pour toutg € G. Dans un
premier temps, supposons qUé est irréductible sou&;. Les valeurs propres d’'un élément
g € G sont toutes des racin€s-iemes de I'unité, dont la trace dg qui est somme de
telles valeurs, peut prendre au pli¥$ valeurs distinctes. Le résultat précédent montre alors
quecard G < (N™)" = N™°.

A présent, supposons qille= C" soit réductible efv; @ V, avecV; de dimensiom,; > 0
sur C. En prenant une base dé adaptée a cette décomposition, un élémemt G s’écrit

%1 ; avecg; € Endc (V) =2 M, (C) etge € Endc(Va) = M, (C). SoitG; (resp.Gy)
2

'ensemble deg; (resp.gs2) pour g parcourantz : manifestement il est bien un sous-groupe
deGL,, (C) (resp.GL,,(C)), dexposant divisandV', donc une récurrence permet de supposer
card G; < N™’. Mais le morphisme&z — G, x G, est injectif : car sig est dans le noyau,
I'hypothéseg™ = 1 donne immédiatemen¥h = 0 donch = 0 (le corps de base est de
caractéristique zéro). Notamment, et g» détermineny. Et alorscard G < N"itm < N™°,

ce qui termine la démonstration. v

4 (radical de Jacobson). Soit A un anneau (associatif mais non nécessairement commu-
tatif). On rappelle qu'unA-module a gauchéparfois dit « représentation » dé, mais on
préfére garder ce terme pour le cas4est une algebre sur un corpsce que, d’ailleurs, on
pourra éventuellement supposer) est un groupe abéfianuni d’'un morphisme d’anneaux
A — Endz(M) : naturellementA lui-méme est unA-module & gauche de fagon évidente,
et un sousd-module de celui-ci (c’est-a-dire un sous-groupe additifiddstable par multipli-
cation a gauche paf) sera appelédéal a gauchede A. Un idéal a gauche est dibaximal
lorsqu’il est strictement contenu dadset maximal pour l'inclusion parmi les idéaux a gauche
strictement contenus dank On dit par ailleurs qu’urd-module a gauche non nul estnple
(ouirréductible) lorsque tout soust-module strict de celui-ci est nul.
Pour un élément € A donné, montrer I'équivalence entre les affirmations suivantes :
() =z appartient a tous les idéaux a gauche maximauxidéi) pour touta € A I'élément
1+ ax estinversible a gauche daAset (iii) M = 0 pour toutA-module a gauche simple.
En déduire que I'intersection de tous les idéaux a gauche maximad>edeun idéal a droite
(donc bilatere) del, et que c’est 'intersection de tous les idéaux a droite maximauk @eur
cela, on pourra trouver une condition semblable a (i) mais symétrique entre droite et gauche).
Cette intersection commune aux idéaux a gauche maximauk eteaux idéaux a droite
maximaux deA sera appelérmadical de Jacobsode A et notéerad A.

Corrigé. Montrons que (i) implique (ii) : soit: contenu dans tous les idéaux a gauche

maximaux ded ; sia € A etl+ax n'est pas inversible a gauche, alérsax engendre un idéal

a gauche strict dd qui est donc contenu dans un idéal a gauche maxim#ais alorsr € m
doncar € m doncl € m, une contradiction. Montrons maintenant que (ii) implique (iii) :
soit z tel quel + ax soit inversible a gauche pour toute A, et supposonsv # 0 pour un
certainv € M avecM un A-module & gauche simple. Alors- xv # 0 doncA - zv = M (par
simplicité) donc il exister € A tel que—azv = v, et alors(1 + ax)v = 0 doncv = 0, une
contradiction. Montrons enfin que (iii) implique (i) : saitel quexzM = 0 pour toutA-module
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a gauche simple; mais si est un idéal & gauche maximal dealors A/m est unA-module
a gauche simple, donc on doit avaifA/m) = 0, doncz € m. Ceci prouve I'équivalence
souhaitée.

Montrons a présent que la condition (iii) est stable par multiplication a droite zov/si
0, pour M un A-module a gauche simple, etsic A alorszbM C zM = 0. Grace a
I'équivalence entre (i) et (i), on voit que l'intersection de tous les idéaux a gauche maximaux
de A est bien un idéal a droite. A présent, montrons que (i) est encore équivalent a I'affirmation
(ii bis) : pour tousa, b € A, I'élémentl + axb est inversible (est une unité dg. Il est évident
que (ii bis) implique (ii). Pour ce qui est de la réciproque, supposonsaquérifie (i)—(iii) :
alors on vient de voir queb les vérifie encore, dont + axb est inversible a gauche ; mais si
u(1 4+ axb) = 1, on au = 1 — uazb donc (d’aprés le raisonnement qu’on vient de fairest
lui-méme inversible & gauche, donest une unité, dont+ azb en est une (et est son inverse).
Comme la condition (ibis) est symétrique, on a prouvé que l'intersection de tous les idéaux a
gauche maximaux de était aussi I'intersection de tous les idéaux a droite maximaux.dé

5 (semisimplicité). Cet exercice fait suite a I'exerice 4. Séitun corps etd unek-algebre
(associative mais non nécessairement commutative) qu’on supposera tout du long étre de di-
mension finie suk ainsi que tous les modules qui vont intervenir. On dit guestsemisimple

(a priori « a gauche », mais en fait cette condition est symétrigue comme on va le voir) lorsque
tout sousA-module & gauch& d’un A-module a gauch&/ admet un supplémentaire (i.e., on

peut écrireM = N & N’ pour un certain sous-module a gauch&’’ de M). Montrer queA

est semisimple si et seulement4ivu commeA-module a gauche de la fagcon naturelle, est
somme ded-modules a gauche simples (qui sont donc des idéaux a gauche non nuls minimaux
pour I'inclusion).

On suppose que le radical de Jacobsor @st nul : montrer que pour une certaine famille
finie my,..., m, d’idéaux a gauche maximaux dela fleche naturelled — €,(A/m;) est
injective. En déduire qud est semisimple.

Réciproguement, sil est semisimple, montrer que son radical de Jacobson est nul (on
pourra écrire un supplémentaire du radical).

Corrigé. Si A est semisimple, et i est unA-module a gauche quelconque, stitest
simple, soit il a un sous-modulg non nul et différent dé/, qui admet alors un supplémentaire
N’ vérifiant les mémes conditions. En répétant I'opération, on voit que, a conditioh/caaet
dek-dimension finie, par exemple (ce qui assure que le processus doit termihes}t,somme
directe de modules simples. Ceci s’applique en particulidriai-méme, doncA est somme
directe d’'un nombre fini de sou$-modules a gauche simples (autrement dit, d'idéaux a gauche
non nuls minimaux pour l'inclusion).

Réciproquement, supposons qu’on ait une écritire ) . B, ou lesB; sont des idéaux
a gauche ded simples commed-modules a gauche. Alors, siest un élément quelconque
d’'un A-module a gauche, ondw = ). B,v ou lesB,;v sont manifestement desmodules a
gauche simples. Par conséqueht, et donc n’importe quell-module a gauché&/, est somme
de A-modules a gauche simples. Supposons maintenanifjue » . M; avecM; des sous-
A-modules a gauche simples dé et soit/N un sousA-module a gauche d&f : on cherche a
trouver un supplémentaire dé dans)M . Pour cela, soi un ensemble détels que la somme
N' = 3"..¢ M; soitdirecteet soit en somme directe avatdans) . Alors N © N’ doit étre
égal aM : en effet, s’il ne contenait pas un dé$, son intersection avec lui serait nulle (par
simplicité) donc on pourrait rajoutér/; a S, contredisant la maximalité de ce dernier.

Supposons maintenant que le radical de Jacobsoh el nul et montrons I'affirmation
concernant l'injectivité ded — ,(A/m;). Comme l'intersection de tous les (idéaux a
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gauche maximaux dd) est nulle par hypothése, et commeest de dimension finie sur, il
doit exister une famille finien,, . . . , m,. (d'idéaux a gauche maximaux dg dont I'intersection
est nulle : or ceci montre précisément que la fleghd — @._,(A/m;) (dont le noyau est
justement cette intersection) est injective. Par le méme raisonnement qu’on a fait ci-dessus, on
peut réduire I'ensemble désels que I'image de soit précisément égal a cette somme directe.
Par conséquent] est semisimple.

Réciproquement, sil est semisimple, soit = rad A son radical de Jacobson %t un
idéal & gauche tel qué = A& B. L'idéal a gauchés doit étre contenu dans un idéal a gauche
maximal, m, mais comme est le radical de Jacobson, on a aussP 2, doncm devrait
contenirl & B, ce qui est impossible. v

Motivations : Les exercices 1 et 2 prétendent, outre donner des exemples particulierement simples ou on peut calculer
toutes les représentations irréductibles, illustrer les phénomenes qui se produisent lorsque le corps de base n’est pas algébrique-
ment clos (et quand on passe a la cldture algébrique). L'exercice 3 est di & Burnside ; en faisant un peu plus attention, avec les
mémes méthodes, on peut arriver au résultat suivant, de Schidrestiun sous-groupe finiment engendrétie, (k) (pourk
un corps quelconque) et si tout élément@est d’ordre fini, alorgs lui-méme est d’ordre fini. Il est a noter que ce résultat ne
vaut plus pour un groupe abstrait. L'exercice 4 est a comparer avec I'exercice 4 de la féijllexercice 5 montre que le fait
d’avoir un radical de Jacobson nul (la « J-semisimplicité ») constitue une généralisation de la semisimplicité pour des algebres
non nécessairement de dimension finie (en fait, la condition appropriée est que I'anneau est artinien a gauche) : néanmoins, on
ignore encore si pour tout corpsde caractéristique zéro et tout groud’algébre de group&|[G] est J-semisimple (méme
lorsquek = C ce résultat, le théoréeme de Rickart, est délicat).



