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1. SoitQ le groupe des quaternions, i.e., le groupe ayant huit éléments1, si, sj, sk, t, tsi, tsj,
tsk, oùt est central,t2 = 1, ets2

i = s2
j = s2

k = sisjsk = t. On appelleR[Q] l’algèbre de groupe
surQ à coefficients dansR (c’est-à-dire les combinaisonsR-linéaire formelles d’éléments de
Q, la multiplication provenant de celle surQ). On rappelle qu’une représentation deQ signifie
la même chose qu’une représentation deR[Q] (unR[Q]-module à gauche).

Déterminer quatre représentations deQ de dimension1 surR. Montrer que le plongement
évident (soitt 7→ −1, si 7→ i, sj 7→ j et sk 7→ k) deQ dans l’algèbreH des quaternions
réels (voir exercice 3 de la feuille no2) définit une représentation irréductible (= simple) deQ
de dimension4 surR. En déduire une écriture explicite de laR-algèbre (semisimple)R[Q]
comme produit d’algèbres simples.

En déduire une écriture deC[Q] comme produit d’algèbres de matrices (on rappelle que
H⊗RC ∼= M2(C), cf. loc. cit.). Quelles sont les représentations irréductibles complexes deQ?

Corrigé. On dispose tout d’abord de la représentation trivialeU , autrement dit l’action de
Q surR par l’identité. Par ailleurs, le groupeQ admet trois sous-groupes (distingués) d’indice
2, à savoirHi = {1, si, t, tsi}, Hj = {1, sj, t, tsj} etHk = {1, sk, t, tsk}, ses quotients par
lesquels sont d’ordre2 : à partir de la représentationV du groupeZ/2Z surR dans laquelle
l’unique éléments non trivial agit commex 7→ −x, on obtient trois représentationsVi, Vj et
Vk de dimension1 deQ (ainsi, surVi, les éléments1, si, t, tsi agissent comme l’identité tandis
quesj, sk, tsj, tsk agissent commex 7→ −x).

Le plongement deQ dans le groupeH× des quaternions non nuls donné part 7→ −1,
si 7→ i, sj 7→ j et sk 7→ k fait deW = H une représentation de dimension4 deQ. Cette
représentation est irréductible : en effet, un sous-espace deW = H qui serait laissé stable
parQ serait stable par multiplication par tout élément deH (puisquei, j, k l’engendrent comme
algèbre), mais commeH est une algèbre à division (pour toutq ∈ H\{0} il existeq′ ∈ H\{0}
tel queqq′ = 1), ce sous-espace est nécessairement soit0 soitW tout entier.

On a donc déterminé un morphismeϕ deR[Q] versR × R × R × R × H, envoyant un
élémenta ∈ R[Q] sur son action sur les représentationsU , Vi, Vj, Vk etW respectivement (la
première composante envoie chaque élément deQ sur1, la seconde envoie1, t, si, tsi sur1 et
sj, sk, tsj, tsk sur−1, la troisième et la quatrième sont analogues, et la dernière envoie1 sur1,
t sur−1, si suri, sj surj et sk surk).

Le plus facile est de vérifier directement la surjectivité deϕ : l’élément1
8
(1+si +sj +sk +

t+tsi +tsj +tsk) a pour image(1, 0, 0, 0, 0), l’élément1
8
(1+si−sj−sk +t+tsi−tsj−tsk) a

pour image(0, 1, 0, 0, 0), l’élément1
2
(1− t) a pour image(0, 0, 0, 0, 1) et l’élément1

2
(si− tsi)

a pour image(0, 0, 0, 0, i), tout ceci (ainsi que les éléments analogues pourj et k au lieu dei)
attestant de la surjectivité deϕ.

L’injectivité deϕ résulte de sa surjectivité par égalité des dimensions. On a doncR[Q] ∼=
R× R× R× R×H.

On peut également préférer justifier la bijectivité deϕ par un raisonnement plus abstrait1 :
l’algèbre semisimpleA = R[Q] est le produit de ses composantes simplesBλ, à chacune
desquelles correspond une représentation irréductibleVλ deA pour laquelleBλ est l’image de
A dansEndk(Vλ). Ici, en prenant pourVλ les représentations irréductibles qu’on a trouvées,A
se surjecte bien sur le produit desBλ (qui sont respectivement quatre foisR et une foisH).

Comme manifestementC[Q] ∼= R[Q] ⊗R C, on peut en déduireC[Q] ∼= C × C × C × C
× M2(C) où la dernière composante de l’isomorphismeϕC en question envoie1, si, sj, sk,

(1) Noter cependant qu’on utilise ici la théorie des algèbres semisimples sur un corps, à savoirR, qui n’est pas algébriquement
clos : uneR-algèbre (de dimension finie) simple est un anneau de matrices sur une algèbre à divisions surR, laquelle peut être
R lui-même ou bienC ouH.
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t, tsi, tsj, tsk respectivement sur les matrices1, σi, σj, σk,−1,−σi,−σj,−σk où on a poséσi =(
0 i
i 0

)
, σj =

(
0 −1
1 0

)
etσk =

(
i 0
0 −i

)
. Pour ce qui est des représentations complexes

deQ, on a les représentationsUC (triviale), Vi,C, Vj,C et Vk,C obtenues par tensorisation de
U , Vi, Vj et Vk respectivement avecC (et exactement analogues), et une représentationW̃
de dimension2 donnée par les matricesσi, σj, σk définies ci-dessus : la représentation réelle
irréductibleW , complexifiée enW ⊗R C, devient réductible commeW ⊗R C ∼= W̃ ⊕ W̃ ,

l’isomorphisme envoyant1 ∈ H sur le couple des deux vecteurs colonne

(
1
0

)
et

(
0
1

)
dans

W̃ ⊕ W̃ . X

2. Soit Cn le groupe cyclique d’ordren. Montrer que pour tout corpsk on a k[Cn] ∼=
k[t]/(tn− 1) : en particulier, que vautC[Cn] et quelles sont les représentations irréductibles de
Cn surC? et que vautQ[Cn] et quelles sont les représentations irréductibles deCn surQ ?

Corrigé. Soit σ un générateur deCn. Le morphismeψ: k[t] → k[Cn] envoyantt surσ
(ce qui le définit uniquement) passe au quotient àk[t]/(tn − 1) puisqueσn = 1 dansCn (donc
dansk[Cn]). Le morphismeψ̄: k[t]/(tn − 1) → k[Cn] ainsi défini est bijectif car il envoie la
k-base dek[t]/(tn−1) formée des classes destk pour0 ≤ k < n sur lak-base dek[Cn] formée
desσk.

Lorsquek = C (ou du moins contient une racine primitiven-ième de l’unité, sous-entendu
n non multiple de la caractéristique dek) alorstn − 1 se factorise comme

∏n−1
`=0 (t − ζ`) avec

ζ = e2iπ/n racine primitiven-ième de l’unité, et alorsC[Cn] ∼= C[t]/(tn − 1) ∼= ∏n−1
`=0 C où

l’isomorphismeC[t]/(tn − 1) ∼= ∏n−1
`=0 C (résultant du théorème chinois, si l’on veut) envoie

t sur la famille des(1, ζ, . . . , ζn−1). Autrement dit, les représentations deCn surC sont les
V`, toutes de dimension1, oùσ agit surV` par multiplication parζ` (remarquer queV0 est la
représentation triviale).

Lorsquek = Q, alorstn − 1 se factorise comme
∏

d|n Φd(t) avecΦd le d-ième polynôme
cyclotomique, et alorsQ[Cn] ∼= Q[t]/(tn − 1) ∼= ∏

d|nQ[ζd] oùQ[ζd] est l’extension de corps
de degréd deQ obtenue en y rajoutant une racine primitived-ième de l’unité,ζd. Autrement
dit, les représentations deCn surQ sont lesUd, de dimensionϕ(d), où Ud est leQ-espace
vectrielQ[ζd] sur lequelσ agit par multiplication parζd. X

3 (lemme de la trace). Soit V unC-espace vectoriel de dimension finien etG un groupe
opérant fidèlement etC-linéairement surV de sorte que la représentationV deG soit irré-
ductible. On suppose que le caractèreχ:G → C, (c’est-à-dire la fonction associant à un
g ∈ G la trace de l’actionρ(g) de g sur V ) a une image finie de cardinalr. Montrer alors
quecardG ≤ rn2

. Pour cela, on montrera (en utilisant un résultat de Burnside) qu’il existen2

élémentsg1, . . . , gn2 deG qui (c’est-à-dire dont les images parρ:G→ EndC(V )) forment une
C-base deEndC(V ) ∼= Mn(C), puis on montrera que les traces deshgi, pourh ∈ EndC(V ),
déterminenth.

Application(problème de Burnside pour les groupes linéaires) : Supposons queG soit un
sous-groupe deGLn(C) tel quegN = 1 pour toutg ∈ G (l’exposant deG diviseN ) : montrer
qu’alorscardG ≤ Nn3

, d’abord en supposant queCn est une représentation irréductible de
G, puis sans cette hypothèse (en procédant par récurrence sur la dimension, en décomposant
explicitement l’action deG).

Corrigé. D’après un résultat de Burnside, puisqueV est une représentation irréductible
(sur un corps algébriquement clos, en l’occurrenceC), l’applicationC[G] → EndC(V ) est sur-
jective. Il s’ensuit qu’il existen2 élémentsg1, . . . , gn2 deG dont les images dansEndC(V ) ∼=
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Mn(C) forment une base de celui-ci. Regardons à présent l’applicationC-linéaireε: EndC(V )
→ Cn2

qui envoieh ∈ EndC(V ) sur l’ensemble des tracestr(hρ(gi)) des (actions de)hgi sur
V . Si on aε(h) = 0 alorstr(hρ(gi)) = 0 pour touti, donctr(hγ) = 0 pour toutγ ∈ EndC(V ),
et en prenant pourγ les différents éléments de la base canonique deMn(C), on voit queh = 0.
Ceci prouve l’injectivité deε. Mais alorsG a un cardinal borné par son image parε ◦ ρ, soit au
plusrn2

(puisque chaque coordonnée deε prend au plusr valeurs), comme annoncé.
Soit maintenantG un sous-groupe deGLn(C) tel quegN = 1 pour toutg ∈ G. Dans un

premier temps, supposons queCn est irréductible sousG. Les valeurs propres d’un élément
g ∈ G sont toutes des racinesN -ièmes de l’unité, dont la trace deg, qui est somme den
telles valeurs, peut prendre au plusNn valeurs distinctes. Le résultat précédent montre alors
quecardG ≤ (Nn)n2

= Nn3
.

À présent, supposons queV = Cn soit réductible enV1 ⊕ V2 avecVi de dimensionni > 0
surC. En prenant une base deV adaptée à cette décomposition, un élémentg ∈ G s’écrit(
g1 h
0 g2

)
avecg1 ∈ EndC(V1) ∼= Mn1(C) et g2 ∈ EndC(V2) ∼= Mn2(C). SoitG1 (resp.G2)

l’ensemble desg1 (resp.g2) pour g parcourantG : manifestement il est bien un sous-groupe
deGLn1(C) (resp.GLn2(C)), d’exposant divisantN , donc une récurrence permet de supposer
cardGi ≤ Nni

3
. Mais le morphismeG → G1 × G2 est injectif : car sig est dans le noyau,

l’hypothèsegN = 1 donne immédiatementNh = 0 donch = 0 (le corps de base est de
caractéristique zéro). Notamment,g1 et g2 déterminentg. Et alorscardG ≤ Nn3

1+n3
2 ≤ Nn3

,
ce qui termine la démonstration. X

4 (radical de Jacobson). Soit A un anneau (associatif mais non nécessairement commu-
tatif). On rappelle qu’unA-module à gauche(parfois dit « représentation » deA, mais on
préfère garder ce terme pour le cas oùA est une algèbre sur un corpsk, ce que, d’ailleurs, on
pourra éventuellement supposer) est un groupe abélienM muni d’un morphisme d’anneaux
A → EndZ(M) : naturellement,A lui-même est unA-module à gauche de façon évidente,
et un sous-A-module de celui-ci (c’est-à-dire un sous-groupe additif deA stable par multipli-
cation à gauche parA) sera appeléidéal à gauchedeA. Un idéal à gauche est ditmaximal
lorsqu’il est strictement contenu dansA et maximal pour l’inclusion parmi les idéaux à gauche
strictement contenus dansA. On dit par ailleurs qu’unA-module à gauche non nul estsimple
(ou irréductible) lorsque tout sous-A-module strict de celui-ci est nul.

Pour un élémentx ∈ A donné, montrer l’équivalence entre les affirmations suivantes :
(i) x appartient à tous les idéaux à gauche maximaux deA, (ii) pour tout a ∈ A l’élément
1+ax est inversible à gauche dansA, et (iii) xM = 0 pour toutA-module à gauche simpleM .
En déduire que l’intersection de tous les idéaux à gauche maximaux deA est un idéal à droite
(donc bilatère) deA, et que c’est l’intersection de tous les idéaux à droite maximaux deA (pour
cela, on pourra trouver une condition semblable à (ii) mais symétrique entre droite et gauche).

Cette intersection commune aux idéaux à gauche maximaux deA et aux idéaux à droite
maximaux deA sera appeléeradical de JacobsondeA et notéeradA.

Corrigé. Montrons que (i) implique (ii) : soitx contenu dans tous les idéaux à gauche
maximaux deA ; si a ∈ A et1+ax n’est pas inversible à gauche, alors1+ax engendre un idéal
à gauche strict deA qui est donc contenu dans un idéal à gauche maximalm. Mais alorsx ∈ m
doncax ∈ m donc1 ∈ m, une contradiction. Montrons maintenant que (ii) implique (iii) :
soit x tel que1 + ax soit inversible à gauche pour touta ∈ A, et supposonsxv 6= 0 pour un
certainv ∈M avecM unA-module à gauche simple. AlorsA · xv 6= 0 doncA · xv = M (par
simplicité) donc il existea ∈ A tel que−axv = v, et alors(1 + ax)v = 0 doncv = 0, une
contradiction. Montrons enfin que (iii) implique (i) : soitx tel quexM = 0 pour toutA-module
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à gauche simple ; mais sim est un idéal à gauche maximal deA alorsA/m est unA-module
à gauche simple, donc on doit avoirx(A/m) = 0, doncx ∈ m. Ceci prouve l’équivalence
souhaitée.

Montrons à présent que la condition (iii) est stable par multiplication à droite : or sixM =
0, pourM un A-module à gauche simple, et sib ∈ A alors xbM ⊆ xM = 0. Grâce à
l’équivalence entre (i) et (iii), on voit que l’intersection de tous les idéaux à gauche maximaux
deA est bien un idéal à droite. À présent, montrons que (ii) est encore équivalent à l’affirmation
(ii bis) : pour tousa, b ∈ A, l’élément1 + axb est inversible (est une unité deA). Il est évident
que (ii bis) implique (ii). Pour ce qui est de la réciproque, supposons quex vérifie (i)–(iii) :
alors on vient de voir quexb les vérifie encore, donc1 + axb est inversible à gauche ; mais si
u(1 + axb) = 1, on au = 1 − uaxb donc (d’après le raisonnement qu’on vient de faire)u est
lui-même inversible à gauche, doncu est une unité, donc1+axb en est une (et est son inverse).
Comme la condition (iibis) est symétrique, on a prouvé que l’intersection de tous les idéaux à
gauche maximaux deA était aussi l’intersection de tous les idéaux à droite maximaux deA. X

5 (semisimplicité). Cet exercice fait suite à l’exerice 4. Soitk un corps etA unek-algèbre
(associative mais non nécessairement commutative) qu’on supposera tout du long être de di-
mension finie surk ainsi que tous les modules qui vont intervenir. On dit queA estsemisimple
(a priori « à gauche », mais en fait cette condition est symétrique comme on va le voir) lorsque
tout sous-A-module à gaucheN d’unA-module à gaucheM admet un supplémentaire (i.e., on
peut écrireM = N ⊕ N ′ pour un certain sous-A-module à gaucheN ′ deM ). Montrer queA
est semisimple si et seulement siA, vu commeA-module à gauche de la façon naturelle, est
somme deA-modules à gauche simples (qui sont donc des idéaux à gauche non nuls minimaux
pour l’inclusion).

On suppose que le radical de Jacobson deA est nul : montrer que pour une certaine famille
finie m1, . . . ,mr d’idéaux à gauche maximaux deA la flèche naturelleA → ⊕

i(A/mi) est
injective. En déduire queA est semisimple.

Réciproquement, siA est semisimple, montrer que son radical de Jacobson est nul (on
pourra écrire un supplémentaire du radical).

Corrigé. SiA est semisimple, et siM est unA-module à gauche quelconque, soitM est
simple, soit il a un sous-moduleN non nul et différent deM , qui admet alors un supplémentaire
N ′ vérifiant les mêmes conditions. En répétant l’opération, on voit que, à condition queM soit
dek-dimension finie, par exemple (ce qui assure que le processus doit terminer),M est somme
directe de modules simples. Ceci s’applique en particulier àA lui-même, doncA est somme
directe d’un nombre fini de sous-A-modules à gauche simples (autrement dit, d’idéaux à gauche
non nuls minimaux pour l’inclusion).

Réciproquement, supposons qu’on ait une écritureA =
∑

i Bi où lesBi sont des idéaux
à gauche deA simples commeA-modules à gauche. Alors, siv est un élément quelconque
d’unA-module à gauche, on aAv =

∑
i Biv où lesBiv sont manifestement desA-modules à

gauche simples. Par conséquent,Av, et donc n’importe quelA-module à gaucheM , est somme
deA-modules à gauche simples. Supposons maintenant queM =

∑
iMi avecMi des sous-

A-modules à gauche simples deM et soitN un sous-A-module à gauche deM : on cherche à
trouver un supplémentaire deN dansM . Pour cela, soitS un ensemble dei tels que la somme
N ′ =

∑
i∈S Mi soit directeet soit en somme directe avecN dansM . AlorsN ⊕ N ′ doit être

égal àM : en effet, s’il ne contenait pas un desMi, son intersection avec lui serait nulle (par
simplicité) donc on pourrait rajouterMi àS, contredisant la maximalité de ce dernier.

Supposons maintenant que le radical de Jacobson deA est nul et montrons l’affirmation
concernant l’injectivité deA → ⊕

i(A/mi). Comme l’intersection de tous lesm (idéaux à
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gauche maximaux deA) est nulle par hypothèse, et commeA est de dimension finie surk, il
doit exister une famille finiem1, . . . ,mr (d’idéaux à gauche maximaux deA) dont l’intersection
est nulle : or ceci montre précisément que la flècheψ:A → ⊕r

i=1(A/mi) (dont le noyau est
justement cette intersection) est injective. Par le même raisonnement qu’on a fait ci-dessus, on
peut réduire l’ensemble desi tels que l’image deψ soit précisément égal à cette somme directe.
Par conséquent,A est semisimple.

Réciproquement, siA est semisimple, soitA = radA son radical de Jacobson etB un
idéal à gauche tel queA = A⊕B. L’idéal à gaucheB doit être contenu dans un idéal à gauche
maximal,m, mais commeA est le radical de Jacobson, on a aussim ⊇ A, doncm devrait
contenirA⊕B, ce qui est impossible. X

Motivations : Les exercices 1 et 2 prétendent, outre donner des exemples particulièrement simples où on peut calculer
toutes les représentations irréductibles, illustrer les phénomènes qui se produisent lorsque le corps de base n’est pas algébrique-
ment clos (et quand on passe à la clôture algébrique). L’exercice 3 est dû à Burnside ; en faisant un peu plus attention, avec les
mêmes méthodes, on peut arriver au résultat suivant, de Schur : siG est un sous-groupe finiment engendré deGLn(k) (pourk
un corps quelconque) et si tout élément deG est d’ordre fini, alorsG lui-même est d’ordre fini. Il est à noter que ce résultat ne
vaut plus pour un groupe abstrait. L’exercice 4 est à comparer avec l’exercice 4 de la feuille no6 ; l’exercice 5 montre que le fait
d’avoir un radical de Jacobson nul (la « J-semisimplicité ») constitue une généralisation de la semisimplicité pour des algèbres
non nécessairement de dimension finie (en fait, la condition appropriée est que l’anneau est artinien à gauche) : néanmoins, on
ignore encore si pour tout corpsk de caractéristique zéro et tout groupeG l’algèbre de groupek[G] est J-semisimple (même
lorsquek = C ce résultat, le théorème de Rickart, est délicat).


