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1. SoitQ le groupe des quaternions, i.e., le groupe ayant huit elemestss;, si, ¢, ts;, ts;,
tsg, out estcentralf” = 1, ets? = s7 = s = s;5;5;, = t. On appelleR[Q] 'algébre de groupe
sur ) a coefficients danR (c’est-a-dire les combinaisori&linéaire formelles d’éléments de
@, la multiplication provenant de celle s@). On rappelle qu’une représentation@esignifie
la méme chose qu’une représentatiorRj@| (unR[@Q]-module & gauche).

Déterminer quatre représentations@ele dimensionl surR. Montrer que le plongement
évident (soitt — —1, s; — i, s; — j ets, — k) de @ dans l'algébréd des quaternions
réels (voir exercice 3 de la feuill@2) définit une représentation irréductible (= simple)gle
de dimensiont surR. En déduire une écriture explicite deRaalgébre (semisimpleR[Q)]
comme produit d’algebres simples.

En déduire une écriture dé[()] comme produit d’algébres de matrices (on rappelle que
H®gr C = My (C), cf. loc. cit). Quelles sont les représentations irréductibles complexésxe

2. Soit C,, le groupe cyclique d’ordre:. Montrer que pour tout corps on ak[C,]| =
k[t]/(t" — 1) : en particulier, que vauT|C,,] et quelles sont les représentations irréductibles de
C,, surC? et que vau)[C,,| et quelles sont les représentations irréductible§,dsurQ ?

3 (lemme de la trace). SoitV un C-espace vectoriel de dimension finieet G un groupe
opérant fidelement ef-linéairement sul/ de sorte que la représentatibhde G soit irré-
ductible. On suppose que le caractares — C, (c’est-a-dire la fonction associant a un
g € G latrace de l'actiorp(g) de g surV’) a une image finie de cardinal Montrer alors
quecard G < . Pour cela, on montrera (en utilisant un résultat de Burnside) qu'il existe
élémentsy, .. ., g,2 deG qui (c’est-a-dire dont les images parG — End¢ (1)) forment une
C-base deind¢ (V) = M, (C), puis on montrera que les traces dgs, pourh € End¢(V),
déterminent..

Application(probléme de Burnside pour les groupes linéaires) : Supposons goé un
sous-groupe dé&'L,, (C) tel queg” = 1 pour toutg € G (I'exposant de7 divise V) : montrer
gualorscard G < N™, d’abord en supposant qu&" est une représentation irréductible de
G, puis sans cette hypothése (en procédant par récurrence sur la dimension, en décomposant
explicitement I'action dé&7).

4 (radical de Jacobson). Soit A un anneau (associatif mais non nécessairement commu-
tatif). On rappelle qu'unA-module a gauchdéparfois dit « représentation » dé, mais on
préfére garder ce terme pour le casAest une algébre sur un corpsce que, d’ailleurs, on
pourra éventuellement supposer) est un groupe abéfianuni d’'un morphisme d’anneaux
A — Endz(M) : naturellementA lui-méme est unA-module a gauche de fagon évidente,
et un sous4-module de celui-ci (c’est-a-dire un sous-groupe additifAddgtable par multipli-
cation a gauche pa#) sera appelédéal a gauchede A. Un idéal a gauche est dibaximal
lorsqu’il est strictement contenu dadset maximal pour I'inclusion parmi les idéaux a gauche
strictement contenus dans On dit par ailleurs qu’'um-module a gauche non nul estnple
(ouirréductible) lorsque tout soust-module strict de celui-ci est nul.
Pour un élément: € A donné, montrer I'équivalence entre les affirmations suivantes :
(i) = appartient a tous les idéaux a gauche maximaux dg@i) pour touta € A I'élément
1+ az estinversible a gauche dadset (iii) M = 0 pour toutA-module a gauche simpl¥.
En déduire que l'intersection de tous les idéaux a gauche maximadedeun idéal a droite
(donc bilatere) ded, et que c’est l'intersection de tous les idéaux a droite maximauk @®ur
cela, on pourra trouver une condition semblable a (ii) mais symétrique entre droite et gauche).
Cette intersection commune aux idéaux a gauche maximauk eteaux idéaux a droite
maximaux ded sera appelérmdical de Jacobsode A et notéerad A.



TD Algebre Il (2004—-2005) Algébre non commutative N°10 / page?2

5 (semisimplicité). Cet exercice fait suite a I'exerice 4. Séitun corps etd unek-algebre
(associative mais non nécessairement commutative) qu’on supposera tout du long étre de di-
mension finie suk ainsi que tous les modules qui vont intervenir. On dit guestsemisimple

(a priori « a gauche », mais en fait cette condition est symétrique comme on va le voir) lorsque
tout sousA-module a gauch&’ d’'un A-module a gauch&/ admet un supplémentaire (i.e., on

peut écrireM = N & N’ pour un certain sous-module a gauché&’’ de M). Montrer queA

est semisimple si et seulement4ivu commeA-module a gauche de la fagon naturelle, est
somme ded-modules a gauche simples (qui sont donc des idéaux a gauche non nuls minimaux
pour l'inclusion).

On suppose que le radical de Jacobsor @st nul : montrer que pour une certaine famille
finie my, ..., m, d'idéaux a gauche maximaux dela fleche naturelled — §,(A/m;) est
injective. En déduire qud est semisimple.

Réciproguement, sil est semisimple, montrer que son radical de Jacobson est nul (on
pourra écrire un supplémentaire du radical).

Motivations : Les exercices 1 et 2 prétendent, outre donner des exemples particulierement simples ou on peut calculer
toutes les représentations irréductibles, illustrer les phénomenes qui se produisent lorsque le corps de base n’est pas algébrique-
ment clos (et quand on passe a la cléture algébrique). L'exercice 3 est di a Burnside ; en faisant un peu plus attention, avec les
mémes méthodes, on peut arriver au résultat suivant, de Schrestiun sous-groupe finiment engendré&te, (k) (pourk
un corps quelconque) et si tout élémeni@est d’ordre fini, alor€> lui-méme est d’ordre fini. Il est & noter que ce résultat ne
vaut plus pour un groupe abstrait. L'exercice 4 est a comparer avec I'exercice 4 de la fijllexercice 5 montre que le fait
d’avoir un radical de Jacobson nul (la « J-semisimplicité ») constitue une généralisation de la semisimplicité pour des algébres
non nécessairement de dimension finie (en fait, la condition appropriée est que I'anneau est artinien a gauche) : néanmoins, on
ignore encore si pour tout corpsde caractéristique zéro et tout groufd’algébre de groupé|[G] est J-semisimple (méme
lorsquek = C ce résultat, le théoréme de Rickart, est délicat).



