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1. On se propose de montrer que l’extension de corpsQ(
√

(2 +
√

2)(3 +
√

6))/Q est galoi-
sienne avec pour groupe de Galois le groupeQ des quaternions (i.e.,Q est le groupe ayant huit
éléments1, si, sj, sk, t, tsi, tsj, tsk, où t est central,t2 = 1, ets2

i = s2
j = s2

k = sisjsk = t).
(1) Posonsα = (2 +

√
2)(3 +

√
6), et soitK = Q(α) : expliquer pourquoi l’extension

K/Q est galoisienne de groupe de Galois produit de deux groupes cycliques d’ordre2. On
noteraσi, σj, σk ∈ Gal(K/Q) les trois éléments non triviaux.

(2) Montrer que pour chaqueσ = σi, σj, σk la quantitéσ(α)/α est le carré d’un élément
deK que l’on précisera.

(3) Soit δ =
√

α et L = Q(δ). Montrer queδ 6∈ K (on pourra utiliser la question pré-
cédente). Quel est le groupe de Galois deL/K ? On noteτ son générateur, qu’on considérera
également comme un élément deGal(L/Q) (dontGal(L/K) est un sous-groupe).

(4) Définir des automorphismes̃σi et σ̃j de L = K(
√

α) surQ qui prolongentσi et σj

respectivement. On poseraσ̃k = σ̃iσ̃j.
(5) Calculer la loi de groupe et conclure.

2. On fait agirC4 = Z/4Z surR2 en envoyant un générateur surσ: (x, y) 7→ (−y, x) la
rotation d’angleπ

2
autour de l’origine. Cette action linéaire définit une action deC4 surR[x, y]

(donnée parxσ = −y et yσ = x). Déterminer explicitement le corpsK = R(x, y)C4 des inva-
riants deR(x, y) sous cette action (on pourra par exemple commencer par trouver les invariants
sous le sous-groupe{1, σ2} sous une forme qui rende facile l’action deσ). On montrera qu’il
est transcendant pur surR.

(†) Plus généralement, en considérant l’action du groupe cycliqueCn = Z/nZ d’ordren
surR2 par rotation d’angle2π

n
autour de l’origine, montrer que le corpsKn = R(x, y)Cn des

invariants est transcendant pur surR. (On pourra commencer par le cas oùn est pair.)

3. (†) Soit P ∈ Z[t] unitaire irréductible de degré7, dont on noteθ1, . . . , θ7 les racines. On
considère le polynôme résolvantR(t) ∈ Z[t] produit dest−θi−θj−θk (de degréC3

7 = 35) où
{i, j, k} parcourt les parties de{1, . . . , 7} de cardinal3 aveci < j < k. On suppose queR se
factorise comme produit d’un polynôme de degré7 et d’un polynôme de degré28 irréductibles.
Montrer que le groupe de Galois deP est isomorphe àPSL3(F2) (qui s’écrit encorePSL2(F7),
l’unique groupe simple de cardinal168). Exemple :Si P (t) = t7 − 7t3 + 14t2 − 7t + 1 alors
R(t) est produit det7 − 14t4 + 7t3 + 14t2 − 56t− 32 par un polynôme de degré28 tous deux
étant irréductibles, donc le groupe de Galois deP estPSL2(F7) (c’est apparemment l’exemple
le plus simple de ce cas).

Motivations : L’exercice 1 est l’exemple classique (apparemment dû à Dirichlet) d’une extension des rationnels dont le
groupe de Galois est celui des quaternions. Il est un problème ouvert de savoir si tout groupe fini est un groupe de Galois sur les
rationnels, mais on sait (de façon non constructive) que c’est vrai pour tout groupe fini résoluble. L’exercice 2 donne quelques
situations où il n’est pas évidenta priori (cela ne résulte pas, par exemple, du lemme de Fischer, cf. exercice 2 de la feuille no8)
que le corps des invariants sera transcendant pur. Enfin, l’exercice 3 n’est pas gratuit : c’est effectivement l’algorithme standard
pour calculer le groupe de Galois d’un polynôme irréductible du septième degré que de former le résolvant indiqué ici et
d’étudier sa factorisation. En outre, ceci donne un exemple (assez compliqué à réaliser, il faut l’admettre) de groupe de Galois
simple autre que le groupe alternéA5.


