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1. Soientk C K deux corps, et soit un entier naturel. On munk™ de sa topologie de
Zariski : (1) montrer gu’elle induit la topologie de Zariski sur le sous-ensemblg2) On
suppose que est algébriquement clos : montrer que pour tout fermeé de Zafishe K™ défini
par des équations a coefficients danensembleZ N k™ est dense dans pour la topologie
de Zariski. Ce résultat vaut-il encore si on ne suppose/phlgébriquement clos ?

Corrigé. (1) Il s'agit de montrer que les fermés é@ pour la topologie de Zariski sont
précisément les intersections && avec les fermés d&™. Or tout fermé de Zariski dé™

peut s'écrireVy (f1,. .., f;) pour certainsfy, ..., f, € klxy,...,z,] (en effet, tout idéal de
klxi,...,x,] estengendré par un nombre fini d’élémentgry, . . ., x,,] est noethérien) ; alors
fi,..., fr peuvent se voir comme des élémentsig,...,z,] et il est évident qué” N

Vin(f1,..., fr) coincide aved- (f1,..., f,); réciproquement, sfy, ..., f, € Kz, ..., z,)
sont des éléments définissant un certain fermé de Zasjskif1, . . ., f,) de K™, considérons
une k-basecy, ..., ¢, du k-espace vectoriel que leurs coefficients engendrent (&3nsen
écrivantf; = fiic1 + -+ + fiscs avec lesf; ; € k[zq,...,x,] (uniquement définis!) on voit
que l'intersection d&/k(f1,..., f.) aveck™ est précisémenty-(fi1,..., frs), qui est un
fermé de Zariski. Ceci prouve le résultat annoncé.

(2) Supposons?Z = Viu(fi,..., fr) avecfy,..., fr € kl[ry,...,x,] : comme il a été
remarqué ci-dessuk} N Z coincide ave®}~(fi, ..., f,). Sik est algébriquement clos, d’aprés
le Nullstellensatz, tout élément déz,, ..., x,] qui S'annule suk™ N Z appartient a l'ideal
radical engendré pafy, ..., f, (c'est-a-dire I'idéal constitué des éléments dont une certaine
puissance appartient a I'idéal engendré fiar. ., f,.) : en particulier, cet élément s’annule sur
Z tout entier. Plus généralementgsest un élément d&’[z4, . . ., z,,| qui S'annule suk™ N Z,
écrivonsg = gic; + -+ + gs¢s OU ¢y, ..., c, €St unek-base duk-espace vectoriel engendré
par les coefficients dg et ollg; € k[zy,...,x,]; alors chaquey; s’annule surk™ N Z donc
sur Z par ce qui vient d’étre dit, dong s’annule surZ. C’est bien la preuve que® N Z est
Zariski-dense dang (son adhérence étarat priori, définie comme le lieu des zéros communs
de tous leg s’annulant suk™ N Z, et évidemment elle est contenue dahgui est fermé).

La conclusion ne vaut pas sin'est pas algébriquement clos. Par exempld; si R et
K = C, le ferméZ défini dansC? (de coordonnéegr, y)) parz? + y? = 0 intersecteR? en
I'unique point(0, 0), dont 'adhérence de Zariski (dai§ ouR? indifféremment) est lui-méme
et non pas’ tout entier. v

2 (Fischer 1915). Soit G’ un sous-groupdini abéliende GL(V'), ou V' est unC-espace
vectoriel de dimension finie (et GL(V') le groupe des applications linéaires inversibiles-
V). On noteC (V) le corps des fractions rationnelles $ufc’est-a-dire le corps des fractions de
I'algébre symétriqu&[V] = S*(V'V), ou encoreC(V) = C(x4,...,z,) une fois choisie une
basery, ..., z, du dual de’) et C(V)® le sous-corps d€(V') formé des éléments invariants
par I'action deGG qui agit a droite suC(V') par f?(v) = f(o(v)) sic € G, f € C(V) et
v € V. Montrer queC(V)“ est une extension transcendante pur€dautrement dit, il existe
Y1, .-, yn € C(V)Y (nécessairement en nombre pourquoi ?) algébriquement indépendants
tels queC(V)¢ = C(yi,...,yn). (Indication : se placer sur une base Wequi diagonalise
simultanément tous les éléments@gepuis considérer le réseau des mondmes sur cette base
qui sont invariants pat.)

Montrer par un exemple simple que dans cette situation I'alg€hve“ (des invariants
sousG dans I'algebre symétrique[V'] = S*(V'Y) des polyndmes sur) n’est pas nécessaire-
ment une algébre de polynémes.

(*) On rappelle que c’est celle dont les fermés sontWés), lieu des zéros communs d'un idéalC Kz, ...,z,] de
polyndmes — les équations de ce fermé.
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Corrigé. Suivant I'indication, considérons une baseldgqui diagonalise simultanément
tous les éléments d& (ce qui est possible car ceux-ci commutent entre eux efzazst fini).
Notonsz;, ..., x, la base duale : alor€(V) = C(xzy,...,z,) et tout élément dé& agit en
multipliant chaquer; par un certain complexe, qui est par ailleurs une racine de 'unité dont
I'ordre divise I'exposantV deG. Considérons I'ensemble C Z™ desn-upletsty, . .., ¢, d’en-
tiers relatifs tels que le « mondéme$ - - - 2/~ soit invariant pat. Ainsi, L est un sous-module
deZ", dont le rang est puisqu'il contientN - Z" (en effet,z)¥ estG-invariant quel que soit
i). On peut donc trouver une basede L : soienty, . . ., 1, les « monémes »{' - . -zt pour
(¢4,...,¢,) un élément de cette base. On va Vvérifier gue. ., y, sont bien algébriquement
indépendants et qU&(V ) = C(y1, ..., Yn)-

Tout d’abord, tout « monéme »' - --z/n € C(V)% peut s’exprimer comme fraction ra-
tionnelle (et méme « mondme ») en lgs puisque(/y, ..., ¢,) € L peut s’exprimer dans la
baseB. A présent, un polyndmg € Clz,, . . ., z,,] qui serait invariant pa’ doit avoir chacun
de ses mondémes invariants, puisque chacun est multiplié par une constante (und recire
de I'unité) quand on applique un élément G : il s'ensuit d’aprés ce qu’on vient de voir que
f est fraction rationnelle dg,, . . ., ,. Enfin, comme toute fraction rationnelle invariante par
G est quotient de deux polyndmes invariants @gjen effet, ses numérateurs et dénominateur
réduits sont chacun multipliés par une constante quand on faiGagirais quitte a les multi-
plier tous les deux par un mondme approprié on peut supposer gu’ils sont bien invariants par
@), onaC(V)% = C(yy, - . .,yn). Enfin, comme le degré de transcendancesdeC(1/)“ est
n (puisque lesy quantitésey, ..., Y, par exemple, sont algébriquement indépendantes), on
en déduit quey,, . . ., y, doivent étre algébriguement indépendants, ce qui conclut.

En matiére de contre-exemple, prendhs- C? sur lequel agitG = Z/2Z par symétrie par
rapport a I'origine(zy, z) — (—21, —22). Alors C[V]¢ est I'algébre formée des polyndmes en
x1, o dont tous les mondmes ont un degré total pair (cf. exercice 3(2) de la fetéle pour
montrer que ce n’est pas une algebre de polynébmes on peut invoquer le fait qu’elle n’est pas
engendrée par seulement deux éléments, ou tout simplemeiit gug® = (z?) - (23) alors
que chacun des élémentsr, etz? etx3 est irréductible.

3 («no-name » lemma). Soitk un corps de caractéristique zéro (on ne supposé plgbri-
guement clos). Soi un groupe fini et soierit” et deuxk-espaces vectoriels (de dimensions
respectivesn etn, disons) sur lesquels agit fidélement et linéairement, c’est-a-dire qu’on se
donne des morphismes injectifs GedansG L(V') et GL(W). On considére les corps d'inva-
riantsk (V)¢ etk(W)% (on renvoie a I'exercice 2 pour des explications de ces notations). On se
propose de montrer qugl )¢ etk ()% sont « stablement équivalents », c’est-a-dire que pour
des indéterminéesg,, ..., y, etz ...,z on ak(V)%y1, ..., yn) = k(W)9(21,...,2m)
(comme extensions de corps ke

Pour cela, on commencera par montrer le lemme suivant (lemme de Speiskf)s sist
une extension galoisienne finie de grou@geet £ un L-espace vectoriel de dimension finie
sur lequel est donnée une action @evérifianto (v + w) = o(v) + o(w) (Siv,w € F) et
o(av) = o(a) - o(v) (sia € L etv € E) (une telle action est dite semi-linéaire par rapport a
I'action naturelle d& sur L), et siE“ désigne les invariants dé sous I'action d&7 alorsE =
EY®y L (commeL-espaces vectoriels munis d’une action@e(Indication : soit(b;) une K -
base dd et(o;) une énumération des élémentderappeler pourquoi la matride; (b;)) est
inversible, et en déduire qu’un élément £ donné peut s’écrire comme combinaison linéaire
a coefficients dans desw; = > _; o;(b;v) ; conclure quant a la surjectivité de la fleche naturelle
EY @k L — E.) En déduire que, toujours sous les hypothéses du lethi®¢ = K (EY).

Revenant au probléme initial, on rappelle du&)“ C k(V) est galoisienne de groupge:
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en appliquant deux fois judicieusement le lemme, montrerigie> W) est une extension
transcendante pure a la fois Hg/)“ et dek ()%, ce qui conclut.

Corrigé. Montrons d’abord le lemme proposé. Soit danc. . ., b, une K-base de., et
soitoq,..., 0, une énumération des éléments@eavec, disonsy; = id;. L'indépendance
linéaire des caractéres montre que la matfiGeb; ) ), matricen x n a coefficients dans, a des
colonnes indépendantes (il n'existe pas de relalion\; o;(b;) = 0, ou\; € L, pour touti),
c’est-a-dire qu’elle est inversible. Considérons maintemaatZ' et posonsy; = >, 0;(b;v)
comme suggéré : on a alors manifestement £“. Mais par I'hypothése faite sur I'action
de G, on peut réécriren; = _ 0;(b;) o;(v). Puisque la matricgs;(b;)) est inversible, ceci
nous permet d’exprimer les;(v) et notamment, (v) = v, comme combinaisons linéaires, a
coefficients dang,, desw;. On a donc prouvé que l'applicatioitlinéaire £ @ L — E est
surjective. Pour ce qui est de son injectivité(esi) est unek-base de=“, et si> ", ae, = 0
(dansE) aveca, € L, on écritay = ) . c;b; OUcy; € K, ce quidonne_, . ¢, 0,(bi)e, = 0
pour tout; donc, toujours par l'inversibilité de la matrieg (b;), ciier = 0 pour touti, et
par I'indépendance linéaire slf dese,, c,; = 0 pour tous(, 7, soita, = 0 pour tout/, ce qui
montre que ld.-basge,®1) de EY @ L s’envoie sur une famillé-linéairement indépendante
(e¢) de E, d’ou I'injectivité de I'application naturelle. Ceci conclut la démonstration du lemme.

Toujours sous les hypothéses du lemme, en considéfant. ,e, une base de=Z¢ et
t1,...,t, sa base duale, on K(EG) = K(ty,...,ts) et le lemme montre qué& est le L-
espace vectoriel de baseg, ..., e,, avec I'action galoisienne naturelle d¢ donc L(FE) =
L(t,...,ts) avec I'action galoisienne d&, de sorte qué.(E) = K(ti,...,t;) = K(E%).

Revenant au probléme initial, on applique le lemme a I'extension galoisiefing’ C
k(V') galoisienne de group@ et auk(V')-espace vectorigt(V') @, W : alors le lemme (ou
plutdt la remarque qui suit) montre que I'extensigiy © W)Y = k(V)(W)¢ est transcendante
pure surk(V)¢ (avec, plus précisément, comme base de transcendance la base duale d’une
k(V)%-base dék(V) @, W)Y). Et en échangeant le role dleet W elle est transcendante pure
surk(W)“. On a donc bien prouvé I'équivalence stableid&® )< et k()¢ (le nombre de
variables a faire intervenir est donné par le degré de transcendaac¢® deW )< surk(V)“
ouk(W)¢, c’est-a-dire la dimension dé&” ou V). v

4. On considére le sous-corgs = R(z? + y?, 2> — 3zy?) de L = R(z,y) : montrer que
I'extensionL /K est galoisienne d’'un groupe de Gal6igjue I'on précisera.

Corrigé. Considérons I'action du groupe symétrigtie surR? qui permute les vecteurs
(1,0), (-3, %5) et(—1, —%5) : ceci a bien un sens car lorsqu’on envoie deux quelconques de
ces vecteurs sur deux quelconques d’entre eux, le troisieme s’envoie bien sur le troisieme vu
gue lasomme des trois est nulle ; ou, sil'on préfére, les élémetts denvoient sur I'identite,
ou des symétries, ou des rotations d’art@l%gIE du plan. Ceci définit bien une représentation
fidéle deG; surlR? (dite « représentation standard »).

Manifestement, les éléments homogerfes 22 + y* etg = 2® — 3zy? qui engendrent
K sont laissés invariants par cette action@g sur R? (le cas def est clair pour des rai-
sons de géométrie plane; le casgpeut se voir par exemple en le factorisant conyme
dz(—iz+ ‘/Tgy)(—éx — %gy)). On voit d'ailleurs quef et g sont algébriquement indépendants
car leur jacobier2y® — 18z2%y n'est pas nul. Montrons quR(z, y)©* est bien engendré pdr
et g (autrement dit, qu’il n’est pas plus gros qie= R(f, g)). PuisqueS; C GL(2,R) est
engendré par des réflexions, on doit pouvoir édiife, y|°: comme I'anneau des polyndmes
sur deux élements algébriqguement indépendants, qui sont ceux de plus petit degré possible,
et on voit facilement qu’il n'y a pas d’éléments @&z, y| de degré plus petit qug et g qui
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soient invariants, ou encore que le degréfdet deg (2 et 3) ont bien le produit et la somme
attendus (respectivement le cardinal@geet le nombre de réflexions qu’il contient plus deux).
Bref, on aR [z, 3% = R][f, g] ce qui permet de conclui(z, y)®: = K = R(f, g), donc que
I'extensionL /K est bien galoisienne de groupe de Galijs

On pouvait aussi calculer le degré H¢K en faisant valoir le fait que pour un poifif, g)
général (sur les complexes) il existe six solutiéngy) dex? + y* = f etz — 3zy? = g (cela
peut s’expliquer de diverses maniéeres, mais ce qui joue essentiellement est le fait que le produit
des degrés edf), donc K = R(f,g) ne peut pas étre strictement plus petit @Rie, y)©:
puisque dans les deux c&$z, y) est de degré six au-dessus. v

5 (théoréme de Hilbert-Noether). Soit &£ un corps (ou plus généralement un anneau noe-
thérien) et soitB = k[zy,...,z,] une algebre de type fini sur (ici, z1,...,z, ne sont pas
supposés étre des indéterminées : ils engendrent simpldme8bit G un groupe fini d'au-
tomorphismes dé3 laissantk invariant (on ne suppose pas que l'action@@rovient d'une
action linéaire sur certaines indéterminées, et on ne suppose pas non plus que I'erdestde
inversible dansk). Soit A = B¢ la sousk-algébre deB formée des éléments invariants par
I'action deG : on se propose de montrer gdeest unek-algebre de type fini (et notamment un
anneau noethérien).

Pour cela, montrer quB est entier sur : i.e., tout élément € B est racine d’un poly-
ndmeP unitaire a coefficients dans (on écrira explicitement un tel polynédme, en considérant
les difféerentsz” pouro € G). Mieux : en prenant des polyndbmés € Alt] unitaires a coeffi-
cients dansA tels queP;(x;) = 0, ttmoignant de l'intégralité sud des générateurs; de B,
expliquer pourquoiB, puis A = BY, sont des modules de type fini (donc des algebres finies)
sur la sousk-algebreC' de A engendrée par les coefficients desConclure.

Corrigé. Six € B, alorsz estracine du polyndme défini parP(t) = [] .. (t—z7), qui
est unitaire et dont les coefficients sont (au signe pres) les polyndmes symétriques élémentaires
en lesz? donc invariants pafy, c’'est-a-direP € AJt]. Doncx est bien entier sud. En écrivant
un tel polynémeP; pour chaque élément de I'ensemble fini choisi de générateursigleon
voit que B est unC-module de type fini o' est la souse-algebre de type fini dd engendrée
par les coefficients deB;. Mais C' est unek-algebre de type fini donc noethérienne, dahc
qui est un sous--module deB, est lui-aussi ur’-module de type fini. Par conséquentest
une algébre finie sur une algebré)(de type fini surk donc A est bien uné:-algebre de type
fini, comme souhaité. v

Motivations : L'exercice 1 tombe comme un cheveu sur la soupe. Les exercices 2 et 3 sont les résultats élémentaires les
plus classiques sur le probleme dit de Noether : donnée une représetalian groupe finiG (i.e. une action linéaire de
G sur un espace vectorigl), & quelle condition le corps des invariak(d’)¢ du corps des fractions rationnelles $test-il
« pur » (i.e. transcendant pur), ou, géomeétriguement, a quelles conditions la variété duptie(di on admet qu’elle a un
sens) est-elle rationnelle ? Ce probléme est trés difficile en toute généralité. L'exercice 2 est d(i a E. Fischer, et la démonstration
proposeée ici est tirée presque telle quelle de son article « Die Isomorphie der Invariantenkdrper der endlichen Abel’'schen
Gruppen linearer Transformationen Machrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch-
Physikalische Klassd 915, p. 77-80). Il faut noter qu’une hypothéese sur le corps de bags @st nécessaire (essentiellement
I'existence d’'une racine primitivé&V-ieme de I'unité), puisque des contre-exemples sont connus par exemple pour le groupe
7,/8Z sur le corp€. L'exercice 3, auquel Dolgachev (« Rationality of fields of invariants »Algebraic Geometry, Bowdoin,
1985 Proc. Sympos. Pure Math. 46, 2, AMS) donne le nom de « no-name lemma » parce qu'il a été découvert par plusieurs
personnes indépendamment, introduit la notion de « rationalité stable », parfois plus approchable que la rationalité : par
exemple, on peut conclure de cet exercice qué st une représentation fidéle du gro@pg, le corps des invariants(1V)©
est stablement pur (la pureté pour la représentation fondame@takgissant par permutation swindéterminées est donnée
par le théoréme sur les fonctions symétriques). Pour le lemme intermédiaire, on comparera avec |'exercice 4 du partiel du
2005-04-08. L'exercice 4 tente de donner une vision un peu plus explicite de I'action d’'un groupe sur un corps de fractions
rationnelles (bon, d’accord, elles sont vraiment pipo, mes motivations). L'exercice 5 généralise de fagon pas forcément trés
utile un résultat du cours (le cas @iest I'algébre de polyndmes sur un espace vectori€l @ayit linéairement).



