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1. Soientk C K deux corps, et soit un entier naturel. On munk™ de sa topologie de
Zariski : (1) montrer gu’elle induit la topologie de Zariski sur le sous-ensemblg2) On
suppose que est algébriquement clos : montrer que pour tout fermeé de Zafishe K™ défini
par des équations a coefficients danensembleZ N k™ est dense dans pour la topologie
de Zariski. Ce résultat vaut-il encore si on ne suppose/phlgébriquement clos ?

2 (Fischer 1915). Soit G un sous-groupdini abéliende GL(V'), ou V' est unC-espace
vectoriel de dimension finie (et GL(V') le groupe des applications linéaires inversibiles-
V). OnnoteC (V) le corps des fractions rationnelles $ufc’est-a-dire le corps des fractions de
I'algébre symétrique&[V] = S*(V'"), ou encoreC(V) = C(xy,...,x,) une fois choisie une
baser,, ..., z, du dual de’) et C(V)“ le sous-corps d€(V') formé des éléments invariants
par I'action deGG qui agit a droite suC(V") par f?(v) = f(o(v)) sioc € G, f € C(V) et
v € V. Montrer queC(V)¢ est une extension transcendante pur&€dautrement dit, il existe
Y1, .., yn € C(V)Y (nécessairement en nombre pourquoi ?) algébriquement indépendants
tels queC(V)¢ = C(yi,...,yn). (Indication : se placer sur une base Wdequi diagonalise
simultanément tous les éléments@gepuis considérer le réseau des mondmes sur cette base
qui sont invariants pat.)

Montrer par un exemple simple que dans cette situation I'alg€hve“ (des invariants
sousG dans I'algébre symétriqué[V] = S*(V) des polyndmes sur) n’est pas nécessaire-
ment une algébre de polynémes.

3 («no-name » lemma). Soitk un corps de caractéristique z€éro (on ne supposé plgbri-
guement clos). Soii un groupe fini et soierit’ etV deuxk-espaces vectoriels (de dimensions
respectivesn etn, disons) sur lesquels agit fidélement et linéairement, c’est-a-dire qu’on se
donne des morphismes injectifs dedansG L(V') et GL(W). On considére les corps d'inva-
riantsk (V)% etk(W)“ (on renvoie a I'exercice 2 pour des explications de ces notations). On se
propose de montrer qugl )¢ etk ()% sont « stablement équivalents », c’est-a-dire que pour
des indéterminées,, ...y, ety ...,z N ak(V)(yr, ... yn) = k(W) (21, ..., Tm)
(comme extensions de corps ke

Pour cela, on commencera par montrer le lemme suivant (lemme de Speiskf)s sist
une extension galoisienne finie de groupeest £ un L-espace vectoriel de dimension finie
sur lequel est donnée une action @evérifianto(v + w) = o(v) + o(w) (Siv,w € FE) et
o(av) = o(a) - o(v) (Sia € L etv € E) (une telle action est dite semi-linéaire par rapport a
I'action naturelle de surL), et siE“ désigne les invariants dé sous I'action de alorsE =
EY®g L (commeL-espaces vectoriels munis d’une action@e(Indication : soit(b;) une K -
base de_ et(o;) une énumération des élémentsderappeler pourquoi la matride; (;)) est
inversible, et en déduire qu’un élément £ donné peut s’écrire comme combinaison linéaire
a coefficients dans desw; = > _; o;(b;v) ; conclure quant a la surjectivité de la fleche naturelle
EY @k L — E.) En déduire que, toujours sous les hypothéses du lethii®¢ = K (EY).

Revenant au probléme initial, on rappelle ¢u& )¢ C k(1) est galoisienne de groupe:
en appliquant deux fois judicieusement le lemme, montrerkglie® W)< est une extension
transcendante pure a la fois Hg/)“ et dek ()%, ce qui conclut.

4. On considére le sous-corgé = R(z? + y*, z° — 3zy?) de L = R(z,y) : montrer que
I'extensionL /K est galoisienne d’un groupe de Gal6igjue I'on précisera.

(*) On rappelle que c’est celle dont les fermés sontWés), lieu des zéros communs d'un idéalC Kz, ...,z,] de
polyndmes — les équations de ce fermé.
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5 (théoréeme de Hilbert-Noether). Soit £ un corps (ou plus généralement un anneau noe-
thérien) et soitB = kx4, ..., z,] une algébre de type fini sur (ici, z1,...,z, ne sont pas
supposeés étre des indéterminées : ils engendrent simpleseBbit G un groupe fini d’au-
tomorphismes dé laissantk invariant (on ne suppose pas que l'action@rovient d'une
action linéaire sur certaines indéterminées, et on ne suppose pas non plus que I'ardrstde
inversible dansk). Soit A = B¢ la sousk-algébre deB formée des éléments invariants par
I'action deG : on se propose de montrer gdeest unek-algebre de type fini (et notamment un
anneau noethérien).

Pour cela, montrer quB est entier surd : i.e., tout élément € B est racine d’un poly-
ndmeP unitaire a coefficients dans (on écrira explicitement un tel polynédme, en considérant
les différentsz” pouro € G). Mieux : en prenant des polyndbmés € Alt] unitaires a coeffi-
cients dansA tels queP;(x;) = 0, témoignant de l'intégralité sud des générateurs; de B,
expliquer pourquoi3, puis A = B¢, sont des modules de type fini (donc des algébres finies)
sur la sousk-algebreC' de A engendrée par les coefficients desConclure.

Motivations : L'exercice 1 tombe comme un cheveu sur la soupe. Les exercices 2 et 3 sont les résultats élémentaires les
plus classiques sur le probléeme dit de Noether : donnée une représeitalian groupe finiG (i.e. une action linéaire de
G sur un espace vectorigl), a quelle condition le corps des invariak(d”)¢ du corps des fractions rationnelles $test-il
« pur » (i.e. transcendant pur), ou, géométriqguement, a quelles conditions la variété diptietdi on admet qu’elle a un
sens) est-elle rationnelle ? Ce probleme est tres difficile en toute généralité. L'exercice 2 est d0 a E. Fischer, et la démonstration
proposeée ici est tirée presque telle quelle de son article « Die Isomorphie der Invariantenkdrper der endlichen Abel’'schen
Gruppen linearer Transformationen Machrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch-
Physikalische Klassd 915, p. 77-80). Il faut noter qu'une hypothése sur le corps de ba&8 @si nécessaire (essentiellement
I'existence d’'une racine primitivé&V-ieme de I'unité), puisque des contre-exemples sont connus par exemple pour le groupe
7,/87 sur le corpKQ. L'exercice 3, auquel Dolgachev (« Rationality of fields of invariants »Algebraic Geometry, Bowdoin,
1985 Proc. Sympos. Pure Math. 46, 2, AMS) donne le nom de « no-name lemma » parce qu'il a été découvert par plusieurs
personnes indépendamment, introduit la notion de « rationalité stable », parfois plus approchable que la rationalité : par
exemple, on peut conclure de cet exercice qué est une représentation fidéle du grod@pg, le corps des invariants(1)S»
est stablement pur (la pureté pour la représentation fondame@taegissant par permutation swindéterminées est donnée
par le théoreme sur les fonctions symétriques). Pour le lemme intermédiaire, on comparera avec I'exercice 4 du partiel du
2005-04-08. L'exercice 4 tente de donner une vision un peu plus explicite de I'action d’'un groupe sur un corps de fractions
rationnelles (bon, d’accord, elles sont vraiment pipo, mes motivations). L'exercice 5 généralise de fagon pas forcément tres
utile un résultat du cours (le cas &iest I'algébre de polyndbmes sur un espace vectori€l @ayit linéairement).



