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1. Soit k£ un corps algébriquement clos &tun idéal dek[zq,...,z,] qu’on pourra pour
plus de simplicité supposer raditaDn appelleV’ (J)(k) (ou éventuellemenit’ (J) tout court)

'ensemble des-uplets(xy, ..., z,) € k" tels quef(zy,...,x,) = 0 pour toutf € J, qu'on
munit de la topologie de ZariskiMontrer qu'alorsV (J)(k) est connexe (en tant qu'espace
topologique) si et seulement si 'anneau quotient, . . ., z,,|/J n'a pas d’autres idempotents
que0 et1 (c'est-a-dire que? = c¢ dansk[z1, ..., x,|/J impliquee = 0 oue = 1).

Corrigé. Prouvons d’abord le sens « seulement si » : supposonsigue . ., z,|/J ait
un idempotent différent de0 et del. On ae? = ¢, soite (1 — e) = 0, dansk[z1, . .., x,]/7J.
Alors e se reléve en un polynéme (encore netéansk|z;, ..., z,|telquee ¢ Jetl —e ¢ J

maise (1 — e) € 3. On consideréV = V(J + (e)) le fermé del/(J) défini par l'idéald + (e)
engendré pal ete, etW’' = V(J + (1 — ¢)) le fermé défini de méme par I'idéal engendré par
Jetl — e. Autrement ditl” est le lieu del/(J) ou e vaut0 et W’ est le lieu ote vaut1. On
aWw uUW’ =V(J) : cela résulte immédiatement dé1 — ¢) € J (en tout point dé/(J)(k),
soit e s’annule soitl — e s’annule); par ailleursiV N W' = @, care et1 — e ne peuvent
s’annuler simultanément. De plud] # V (J) puisquee ¢ J et plus généralement ¢ J (vu
quee™ = e) pour toutn > 1 ce qui, d'apres le Nullstellensatz (fort), prouve qu’il existe des
points del/(J) oue ne s’annule pas ; de mémié, # V/(J). Au final, on a montré qu¥ (J)(k)
s’écrivait comme la réunion de deux fermés disjoints non vides : ceci montre qu’il n’est pas
connexe.

Prouvons a présent la réciproquel’3D) n’est pas connexe, on peut éciif€d) = WU’
ou W et W’ sont des fermés disjoints chacun non vide. Mettdns= V' (J) et W’ = V(J')
pour certains idéaug, 3’ contenanfi, qu’on peut supposer radicaux (en appefahidéal des
fonctions qui s’annulent suit” et de fagcon semblable po{f). Commencons par traiter le cas
ouJ lui-méme est radical. Alor3 Ny’ = J d’aprées le Nullstellensatz (fort) cdv U’ =V,
etyJ+J = (1) carW N W' = & toujours avec le Nullstellensatz. D’aprés ce dernier fait, on
peut trouvere € Jtel quel —e € J. Onaalore (1 —e) € JNJ = J, autrement dit, la
classe de dansk[zy, ..., z,]/J est un idempotent. Qr ¢ J sans quoi on aurayl’ = (1) (il
contiendrait et1—e), ce qui n’est pas. On a donc bien trouvé un idempatemin trivial dans
klxy, ... x,]/3.

Enfin, siJ n’est pas suppose radical, sgiff son radical (I'intersection des idéaux premiers
qui le contiennent), c'est-a-dire qu€z,, ..., z,]/+/J est le quotient d&|x,,...,z,]|/J par
ses nilpotents (cf. exercice 4 de la feuillgoh D’apres ce qu’on vient de montrer, il existe
e € k[xy,...,x,|/y/T idempotent non trivial. Relevonsarbitrairement &z, ..., z,]/J. On
aalorse (1—e) nilpotent. Ecrivons maintenait= (e+(1—e¢))?" avecn grand et développons :
on peut le réécrire commé+ (1 —¢’) ol e’ estla somme des terme® +-- -+ Cp e™ (1 —e)”
etl—e' lasommeCy;ten=t (1—e)"* 4.+ (1—e)?", de sorte que’ (1 —¢') s’écrit comme
produit de termes tous multiples d&(1 — ¢)", et pourn assez grand ceci est nul. Ainslest
idempotent dans|xy, ..., x,]/J, etil est non trivial car il se réduit sure k[z,...,z,]/y/J,
qui n’est ni0 ni 1. v

2. Soit K un corps ek un sous-corps d& . On appelldamille algébriquement indépendante
sur k d’éléments dek” une famille(z;);c; (on pourra se contenter d'imaginer le cas d'une
famille finie) d’éléments dés telle que le morphisme naturelk[(t;);c;] — K, ou lest; sont
des indéterminées (c'est-a-dire qtiéf;);c;] est 'anneau des polynémes sur igs qui envoie

(Y Cest-a-dire qu'il vérifie les trois propriétés suivantes dont on rappelle qu'elles sont équivalent@sesti)ntersection
d’idéaux premiers, (i) sif™ € J pour un certainf € k[z1,...,z,] etunn € Nalors f € 7, et (iii) 'anneau quotient
klx1,...,zy,]/J estréduit (i.e., tout nilpotent est nul).

(% La topologie dont les fermés sont [€%3) pourJ D J.
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t; surz;, est injectif. Autrement dit, cela signifie qu’il n’existe pas de polyn@me k[(t;)c1]

tel que P((z;)) = 0. (Notamment, la famille vide est algébriquement indépendanté,seir
une famille a un seul élément € K est algébriquement indépendante Bugi et seulement
si x est transcendant sir) Dans ces conditions, on identifiera le sous-anneau (imagg de
k[(x;)ic;] de K engendré par les; avec I'anneau des polyndmes en les indétermin¢éga

le morphisme:) ; de plus, le corps des fractios(x;);c;) de k[(z;):c;] Se plonge lui-aussi
naturellement dan&” (comme le sous-corps d€ engendré par tous les).

Si (x;);er est une famille d’éléments d€ algébriquement indépendante éuon dira que
(x;)icr €St unebase de transcendande K surk lorsquekK est algébrique sut((z;)icr)-

(1) Montrer que toute famille algébriquement indépendanté sigléments dd< se com-
pléte en une base de transcendance et que de toute famille génératficer{dant que corg}
on peut extraire une base de transcendance.

(2) Montrer que deux bases de transcendanc& deir £ ont toujours le méme cardinal.
(Pour plus de simplicité, on pourra supposer qu'une des bases est finie.) Pour cela, on pourra
montrer lelemme d’échangesi z1, . . ., z,, est une base de transcendancdsdsurk ett un
élément dek tel quezy, ..., z,t soient algébriguement indépendants spour un certain
0), alors il existej entrel + 1 etm tel qu’en remplacant; part dans la base de transcendance
z1,...,Zy, ON trouve encore une base de transcendance.

Le cardinal commun des bases de transcendande slar k. est appelé lelegré de trans-
cendancede K sur k, et notédeg.tr, K. Ainsi, deg.tr, K = 0 exactement lorsqué&’ est
algébrique suk.

Corrigé. (1) Le lemme de Zorn montre que toute famille algébriguement indépendante
est contenue dans une famille algébriquement indépendante maximale. Montrons qu’une telle
famille est une base de transcendancgzg8ic; est une famille algébriguement indépendante
maximale, on veut donc prouver qué est algébrique sut((z;);c;) ; pour cela, soit € K,
on veut montrer qu'il n’est pas transcendant B(fr;);c;). Mais s'il I'est, on observe que la
famille obtenue en rajoutarnta la famille (x;);c; est encore algébriguement indépendante :
en effet, si on avait un polyndbme(t, (z;)) qui I'annulét, en considérarft comme polyndme
de la seule variable (dont il dépend effectivement, sinon il donnerait une relation de dépen-
dance algébrique entre leg chose qui n’existe pas) on contredirait la transcendanc¢esde
k((x;)ier). Par maximalité déz;);c;, ceci ne peut pas se produire : ddkiest bien algébrique
surk((z;):er) et(x;);er €stune base de transcendance.

Soit maintenantz;),c;, une famille génératrice (i.ek = k((x;);cs)) : Soit I une partie
maximale deJ telle que(z;);c; soit algébriguement indépendante (de nouveau on utilise le
lemme de Zorn), et on va montrer qu’il s'agit d'une base de transcendance. Si ce n’est pas
le cas, I'extensions’ de k((x;);c;) n'est pas algébrique, donc elle ne peut pas étre engendrée
uniquement par des éléments algébriques, donc il existe J (et évidemmeny & 1) tel
quex; soit transcendant suf((x;);c;), et par ce qu’on vient d’expliquer la famille obtenue en
rajoutant; a / contredit la maximalité dé.

(2) Prouvons le lemme d’échange proposé par I'énoncé zgoit. , z,, une base de trans-
cendance (finie) et € K tel quez, ..., z,t soient algébriquement indépendants. Puisque
t € K est algébrique sut(z, ..., z,), on peut trouver une relation de dépendance algébrique
P(t,z1,...,2m) = 0; commez, ..., z,t sont algébriquement indépendants par hypothéese,
il le polynbme P ne peut pas dépendre que de ces variables, donc il doit faire inteeyenir
pour un certairy entre/ + 1 etm. Soit z; défini parz; = z; sii # j etz = t. La relation
P(t,z1,...,2m) = 0,0UP(z,2,...,%,) = 0, se lit aussi comme affirmant que est algé-

7 m

(®) ...ou méme toute famille génératrice d’un sous-corp&daur lequelK est algébrique...
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brique surk(z1, ..., z.,) : il S’ensuit queKk est algébrique sut(z], ..., 2! ) (puisqu’il est algé-
brique surk(z, ..., z,) etqu’on vient de voir que ce dernier est algébriqueksuyf, . . ., 2! )).
D’autre part, les:; sont algébriguement indépendants : car s’ils ne I'étaient pas, comme les
21,. .., %y, l€ sont, ce serait qui serait algebrique sur les autrgs doncz; serait algebrique
sur les autres; = z;, par hypothése ce n’est pas le cas. On a bien prouvé qué fiesnent
une base de transcendanceidsurk.

Venons-en au résultat recherché : tout d’abord, s'il existe une base de transcendance finie
21, - . ., Zzm, alors toute famille algébriquement indépendante. . , z,, vérifien < m. En effet,
le lemme d’échange permet de remplacer un gemettonsz,, parz;, puis un des; autre
guez;, mettonsz,, parz,, et ainsi de suite, toujours en obtenant des bases de transcendance.
Finalement, on voit que, ..., x,, est une base de transcendance, donc¢ m. (Ici, on a
suppose la famille:, . .., x,, finie, mais de facon générale on voit que toute sous-famille finie
d’'une famille algébriqguement indépendante doit avoir au ptusléments donc toute famille
algébriqguement indépendante est finie.)

Enfin, si on a une base de transcendance infinjg.;, d'apres ce qu’on vient de voir,
toute autre base de transcendafgg;c, est €également infinie ; par ailleurs, tout élémegnt
de K est algébrique sur le sous-corps engendré par une sous-féiméleesz;, donc on a
une application d& vers les parties finies detelle que I'image réciproque d’une partie finie
donnée d€ soit finie, et ceci prouve bien queet.J ont méme cardinal (en utilisant le fait que,
pour [ infini, I est équipotent a 'ensemble de ses parties finies). v

3. Soit k& un corps algébriquement clos. On considére . ., f,, € k[z1,...,x,] des poly-
ndmes homogenes de degrés respedétifs. . , d,, > 0 en les indéterminées, . .., x,. Le but
de I'exercice est de montrer quersi> m alors il existe (dan™) un zéro commun non-trivial

(c’est-a-dire difféerent d€0,...,0))a f1, ..., fm. On suppose donc que le seul zéro commun a
fi,.-., fmest(0,...,0) eton va montren. < m.

(1) Montrer qu'il exister € N tel que tout mondme de degré (totad) r enzy, ..., x,
appartienne a I'idédl engendré pafy, ..., f,, dansk[zq,. .., x,].

(2) En déduire que tout monéme de degré (totah) enxy, .. ., x, peut s'écrirey(xy, . ..,
x,) OU g est un polyndbme de degré totalr enz, ..., z, a coefficients dans I'anneat =
klfi,..., fm] €ngendré pafy, ..., f,, danskzy, ..., x,].

(3) En notantX’ = k(f1,. .., f) le corps des fractions de I'anneau intégrévu a I'inté-
rieur dek(zy,...,x,)), en déduire qué |z, ..., z,| est unk-espace vectoriel de dimension
finie. Conclure qué (zy, ..., x,) est unkK-espace vectoriel de dimension finie.

(4) En utilisant les résultats de I'exercice 2, conclure que m.

Corrigé. (1) L'hypothése faite est que la variétéJ) définie parf, = ... = f,, = 0 est
la méme que la variété définie par = ... = x,, = 0. Le Nullstellensatz permet de conclure
que pour chaqueéil exister; tel quez;’ appartienne a I'idé&l engendré paf, ..., f,, dans
k[x1,...,z,]. Si on appelle- la somme deg; alors tout mondme de degré total au moins
comporte nécessairement un factefirpour un certairi, et appartient donc 2

(2) La conclusion du (1) montre que pour tout mondyrae degré> r en lesz; il existe
hi,... hy € klz1,..., 2, tels queq = hyfi + -+ + h,fm. Observons a présent qu’en
remplacant; par sa composante homogéne de degré (tdtaly — d; (ou zéro sideg ¢ < d;),
c’est-a-dire la somme des mondmes ayant ce degré, pujs@se homogene de degiget ¢
homogeéne (c’est un mondme!) de degdeg ¢, on a toujours I'égalité = hif1 + - + hy [
(en effet, on n’a pas changé les monémes de dégré). On a donc montré (en décomposant
chaqueh; comme somme de mondmes) queysest un mondme de degré r alors il est
combinaison linéaire a coefficients dafgles mondmes de degtédeg ¢ (plus petit que lui).
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Ou, si on préfere, I'égalité = hy f1 + - - - + h,, f,, S€ réinterpréte comme= g(zy,...,z,)
olg € Alxy,...,z,) (QveCA = k[fi,..., fn]) etdegg < degq. En récrivant de nouveau
les monémes (dang) qui sont de plus grand degeé » comme combinaison des monémes
de degré strictement plus petit qu’eux, et en itérant ce processus (qui termine vu que le degré
de g décroit strictement a chaque étape tant qu’il est au moins égaba finit par arriver a
deg g < r, d’ou la conclusion souhaitée.

(3) Onvient de voir que tout mondme enles. . . , x,, S’écrit comme combinaison linéaire
a coefficients dansgl, donc a plus forte raison dars, des mondmes de degté ». Comme
il 'y a qu’'un nombre fini de monémes de degtér, le K-espace vectoriel engendré (dans
k(xy,...,z,)) par tous les mondmes en lesest de dimension finie, c’est-a-dire exactement
queKlzy,...,z,| estunk-espace vectoriel de dimension finie. Or c’est également un anneau
integre (puisque c’est un sous-anneau du céfps, . . ., z,)) : et un anneau integre de dimen-
sion finie sur un corps est lui-méme un corps (puisque la multiplication par un élément non
nul est injective donc bijective). Ainsi{ [z, ..., z,] est le corpgK (x4, ..., z,), qui coincide
donc aved:(zy, ..., z,) (étant contenu dedans...). On a donc prouvéique, . .., z,) est un
K-espace vectoriel de dimension finie.

(4) Lextension de corpg( C k(xy,...,z,) étant finie, elle est algébrique. D’apres les
résultats de I'exercice 2, on peut extrairefgde . ., f,, une base de transcendance/sde K =

k(fi,..., fm), et celle-ci est encore une base de transcendance dei(z,,...,z,), donc
deg.tr, k(z1,...,z,) < m. Or manifestement;, ..., z, est une base de transcendance de
k(xy,...,z,) doncdeg.try k(z1,...,2,) = n. On a bien prouvé < m. v

4 (théoreme de Tsen). Soitk un corps algébriguement clas(t) le corps des fractions ra-
tionnelles & une indéterminée gurOn considére un polynémgee k(t)[zy, . .., x,] homogéne
de degré&l an + 1 indéterminées a coefficients dah@), ou0 < d < n (le degré est stric-
tement inférieur au nombre d’indéterminées). Montrer gjuun zéro non trivial : il existe
x1,..., T, dansk(t), non tous nuls, tels qu&z, . .., x,) = 0. Pour cela, on supposera (quitte
a chasser les dénominateurs) que les coefficienfs stnt dang:[t], et on cherchera une so-
lution (x4, ...,z,) avecz, = Z;V:O ce;t7, ou lesc, ; sont & déterminer et ol est un entier
suffisamment grand : en considérant alffs, . .., z,,) = 0 comme un systeme en les;, on
appliquera le résultat de I'exercice 3.

Corrigé. Ecrivons

flze,...,x,) = Z iy iy T

Quitte a chasser les dénominateurs, on peut supposer qugdest dang:[t]. Soit¢ le plus

grand de leurs degrés. On cherche un zéro non trivial dghpar la méthode des coefficients
indéterminés, en écrivant chaquge(pour ¢ allant del an) comme un polynéme de degné

ent, mettonse, = Zj.vzo ce ;7. Alors 'équationf(z1, . .., ,) = 0 devient un systeme d’équa-
tions homogeénes en les( NV + 1) coefficients:, ; des polyndmes,(t) exprimant la nullité des
coefficients du polynébme en question. (Mieux vaut ne pas essayer d’écrire ce systeme ! Mais si
ony tient, c’est

. (Es1,0)!+(Zsn,e)! s n
() Y T A e A G = 0

I... !
$1,0:*Sn. N+
51«,0+‘”+5n,N:d s n,

s1,1t+Nsy N+T=]

oUXs,, désignes, o+ - - -+ s, v €ta,, ..., €stle coefficient d¢” dans le polyndme,, ,, €
k[t], et ouj parcourt les entiers dea Nd +0.) Ce systeme &'d+J+ 1 équations em (N +1)



TD Algebre Il (2004—-2005) Algébre commutative, Il N°7 (corrigé) / page5

variables, chacune homogéne de degré (tatdPuisquel < n,onaNd+d+1 <n (N +1)
pour NV assez grand. On conclut d’apres le résultat de I'exercice 3. v

5. Soit & un corps,n un entier naturel, etz;;).<.<. une famille den? indéterminées. On

1<j<n
appelleA le déterminant de la matride;;;) (c’est-§7-_dire dont le coefficient surl@eme ligne
et j-ieme colonne est I'indéterminéeg;) : ainsi, A est un élément de l'anneat(x;;)] des
polynémes en les? indéterminées considérées.

(1) Montrer ce polyndme est irréductible (autrement dit\si PQ avecP, () € k[(z;;)],
alors I'un deP et () est constant). Pour cela, on pourra étudier le degrg deQ) par rapport
a toutes les variables d’une ligig puis d’'une colonng.

(2) Sik est algébriquement clos, montrer (sans utiliser (1)) que pour chiague < n
I'ensemble des matrices de rafg- est un fermé algébrique irréductible davis(k) (identifié
ak?") muni de sa topologie de Zariski. Pour cela, on pourra utiliser I'applicatidi,, (k) x
M., (k) — ML, (k) qui envoie(a, b) sura.Jb ouJ est une matrice judicieusement choisie.

(3) Quel rapport entre les questions (1) et (2) ?

Corrigé. (1) Supposons qu’on ait une écritute= P() avecP, @ € k[(x;;)].

Fixons unl < iy < n. Considéré comme polynédme sur lesseules indéterminées
(%iyj)1<j<n,» ON @A homogéne de degre (ceci se voit en développant par rapport ada
ieme ligne ou bien en définissant le déterminant comme forme multilinéaire alternée sur les
lignes). Par conséquent, I'un des deux polyndrtest () doit étre (toujours par rapport aux
indéterminéegx;,;)) homogéne de degrg et I'autre homogéne de degfe— c’est-a-dire
gu’il ne dépend pas des variables en question. Mettons que c@ spit ne dépende pas des
(wi,;); quant aP, il est de degré non nul (c’est-a-dire exactemBren chacune des variables
x;yj, puisque c’est le cas d& lui-méme (le déterminant dépend effectivement de chacun des
coefficients de la matrice...) et qaen’en dépend pas.

Appliquons maintenant le méme raisonnement pour gnj, < n par rapport a la colonne
des indéterminégs:;;, )1<i<,. CommeP est de degré en l'indéterminée; ;,, c’est forcément
encoreP qui est homogene de degrélans legz;;,) et qui ne dépend pas d’elles. Mais alors
() ne dépend pas de;, pouri et j, arbitraires : c’est dire qu@ est constant.

Ceci démontre bien I'irréductibilité dA.

(2) LensembléeV, des matrices x n de rang< r est un fermé algébrique car il est défini
par 'annulation des déterminants de toutes les sous-matrices carkéeset chacun de ces
déterminants est un polynéme.

Soit J la matricen x n diagonale dont les premiers coefficients diagonaux sont dest
tous les autres des Alors (a,b) — aJb définit une application polynomiale surjectivede
M, (k) x M, (k) vers 'ensemblé/,. des matrices de rang r. (Le fait que I'application est
polynomiale se voit directement par les formules de multiplication de matrices ; le fait que son
image dan®V[,, (k) soit exactement,. est un fait bien connu d’algébre linéaire.) Puisguest
continue pour la topologie de Zariski et que sa source est irréductible ¥&'€3t on en déduit
gue son image est irréductible (si on pouvait écvire= W U W’ avecWW et W’ deux fermeés
stricts deV/.,, on auraitVL,, (k) x M, (k) = =1 (W) Uy~ (W) réunion de deux fermés stricts).

(3) Lensemble des matrices de radgn — 1 est I'ensemble des matrices de déterminant
nul, c’est-a-direl/ (A) ou A est le polyndme déterminant dont on a prouvé en (1) qu’il était
irréductible. L'idéal gu’il engendre est donc premier, et 'ensemble des matrices de€ nangd
est bien irréductible. Ainsi, le (1) prouve le (2) poue n — 1. Réciproquement, le (2) prouve
queV (A) est irréductible, ce qui montre d’aprés le Nullstellensatz fuest puissance d’'un
polyndme irréductible, et comme il est évident gu@’est pas une puissance non triviale (si on
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veut, I'idéal qu’il engendre est radical) on conclut geest irréductible. Ainsi, le (2) prouve
le (1). v

Motivations : L'exercice 1 est un exemple de traduction algébrique de propriétés géométriques. L'exercice 2 est a com-
parer avec l'introduction des bases et de la dimension pour un espace vectoriel (on peut, d’ailleurs, donner un formalisme
abstrait de bases et de dimension qui recouvre ces deux situations — par exemple dans le cadre de la théorie des modéles).
L'exercice 3 constitue la situation non triviale la plus simple de la théorie de la dimension : il faut imaginer la situation dans
I'espace projecti?”~! de dimensiom — 1 surk : chaquef; découpe une hypersurface dans ce projectif, qui fait chuter la
dimension de, mais tant qu'il y a moins de — 1 hypersurfaces l'intersection ne peut pas étre vide. L'exercice 4 exprime le
fait que le corps:(t) des fonctions rationnelles a une indéterminée sur un corps algébriguement cl@s, es{la définition
d’un corpsC; étant précisément la conclusion de I'exercice). L'exercice 5 est un classique.



