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1. Soit k£ un corps algébriquement clos &tun idéal dek[zq,...,z,] qu’on pourra pour
plus de simplicité supposer raditaDn appelleV’ (J)(k) (ou éventuellemenit’ (J) tout court)
'ensemble des-uplets(xy, ..., z,) € k" tels quef(zy,...,x,) = 0 pour toutf € J, qu'on
munit de la topologie de ZariskiMontrer qu'alorsV (J)(k) est connexe (en tant qu'espace
topologique) si et seulement si 'anneau quotient, . . ., z,,|/J n'a pas d’autres idempotents
que0 et1 (c'est-a-dire que? = c¢ dansk[z1, ..., x,|/J impliquee = 0 oue = 1).

2. Soit K un corps ek un sous-corps d& . On appelldamille algébriquement indépendante
sur k d’éléments dei une famille(z;);c; (on pourra se contenter d'imaginer le cas d'une
famille finie) d’éléments dés telle que le morphisme naturelk[(t;);c;] — K, ou lest; sont
des indéterminées (c'est-a-dire qtiét;);c;] est 'anneau des polynémes sur igs qui envoie

t; surz;, est injectif. Autrement dit, cela signifie qu’il n’existe pas de polyn@tme &[(¢;)c1]

tel que P((z;)) = 0. (Notamment, la famille vide est algébriguement indépendanté,setr
une famille a un seul élément € K est algébriquement indépendante Bugi et seulement
si x est transcendant sir) Dans ces conditions, on identifiera le sous-anneau (imagg de
k[(x;)ics] de K engendré par les; avec I'anneau des polyndmes en les indétermin¢éga

le morphismer) ; de plus, le corps des fractios(x;);c;) de k[(z;):c;] Se plonge lui-aussi
naturellement dan&” (comme le sous-corps d€ engendré par tous les).

Si (z;);cr est une famille d’éléments d€ algébriquement indépendante guon dira que
(x;)icr €St Unebase de transcendande K surk lorsquek est algébrique sut((z;)icr)-

(1) Montrer que toute famille algébriquement indépendanté sigléments dd< se com-
pléte en une base de transcendance et que de toute famille génératficer{dant que corg}
on peut extraire une base de transcendance.

(2) Montrer que deux bases de transcendanc& dir £ ont toujours le méme cardinal.
(Pour plus de simplicité, on pourra supposer qu’une des bases est finie.) Pour cela, on pourra
montrer lelemme d’échangesi 24, . . ., z,, e€st une base de transcendancdsdsurk ett un
élément deK tel quezy, ..., z,, ¢t soient algébriquement indépendants spour un certain
¢), alors il existej entrel + 1 etm tel qu’en remplacant; part dans la base de transcendance
z1,. .., 2, ON trouve encore une base de transcendance.

Le cardinal commun des bases de transcendande slar & est appelé lelegré de trans-
cendancede K sur k, et notédeg.tr, K. Ainsi, deg.tr, K = 0 exactement lorsqué&’ est
algébrique suk.

3. Soit k un corps algébriquement clos. On considére . ., f,, € k[z1,...,x,] des poly-
ndmes homogenes de degrés respedétifs. ., d,, > 0 en les indéterminées, ..., x,. Le but
de I'exercice est de montrer quersi> m alors il existe (dang™) un zéro commun non-trivial
(c’est-a-dire difféerent d€0,...,0)) a fi, ..., fm. On suppose donc que le seul zéro commun a
fi,--., fmest(0,...,0) eton va montren < m.

(1) Montrer qu'il exister € N tel que tout mondme de degré (totad) r enzy, ..., x,
appartienne a l'idédl engendré pafy, ..., f,, dansk[zy, ..., x,].

(2) En déduire que tout mondéme de degré (total) enzy, .. ., x, peut s'écrirey(xy, . ..,
x,) oU g est un polynébme de degré totalr enxy, ..., x, a coefficients dans I'anneati =
klfi,..., fm] €ngendré pafy, ..., f,, dansk(zy, ..., x,].

() Cest-a-dire qu'il vérifie les trois propriétés suivantes dont on rappelle qu'elles sont équivalentgsestijntersection
d’idéaux premiers, (ii) sif™ € J pour un certainf € k[z1,...,z»] €tunn € Nalorsf € 7J, et (iii) 'anneau quotient
klz1,...,z,]/J estréduit (i.e., tout nilpotent est nul).

(®) La topologie dont les fermés sont [€¥3) pourJ D J.

(3) ...ou méme toute famille génératrice d’un sous-corp&dsur lequelK est algébrique...



TD Algebre Il (2004—-2005) Algébre commutative, Il N°7 /| page?2

(3) En notantX’” = k(f1,. .., f) le corps des fractions de I'anneau intégrévu a I'inté-
rieur dek(zy,...,x,)), en déduire qué&|zy, ..., z,| est unk-espace vectoriel de dimension
finie. Conclure qué (x4, ..., x,) est unk-espace vectoriel de dimension finie.

(4) En utilisant les résultats de I'exercice 2, conclure gue m.

4 (théoréme de Tsen). Soitk un corps algébriquement clasit) le corps des fractions ra-
tionnelles & une indéterminée gurOn considére un polynémgee k(t)[zy, . .., x,] homogéne
de degrél an + 1 indéterminées a coefficients dah@), ou0 < d < n (le degré est stric-
tement inférieur au nombre d’'indéterminées). Montrer ¢ueun zéro non trivial : il existe
x1,...,x, dansk(t), non tous nuls, tels qu& x4, ..., x,) = 0. Pour cela, on supposera (quitte
a chasser les dénominateurs) que les coefficienys stent dans:[t], et on cherchera une so-
lution (z4,...,x,) avecz, = Z;VZO co;t7, oU lesc, ; sont a déterminer et oy est un entier
suffisamment grand : en considérant alffs,, ..., z,,) = 0 comme un systeme en les;, on
appliguera le résultat de I'exercice 3.

5. Soit k& un corps,n un entier naturel, etz;;).<;<. une famille den? indéterminées. On

1<j<n
appelleA le déterminant de la matride:;;) (c’est-éj-aire dont le coefficient sur l@eme ligne
et j-iéme colonne est I'indéterminég;) : ainsi, A est un élément de I'annedt(z;;)] des
polynémes en les? indéterminées considérées.

(1) Montrer ce polyndéme est irréductible (autrement dit\s PQ avecP, Q € k[(z;;)],
alors I'un deP et () est constant). Pour cela, on pourra étudier le degrB de() par rapport
a toutes les variables d’une ligng puis d’'une colonng.

(2) Sik est algébriguement clos, montrer (sans utiliser (1)) que pour ciague < n
I'ensemble des matrices de rafg- est un fermé algébrique irréductible davig(k) (identifié
ak*) muni de sa topologie de Zariski. Pour cela, on pourra utiliser I'applicatidvi,, (k) x
M., (k) — ML, (k) qui envoie(a, b) sura.Jb ou.J est une matrice judicieusement choisie.

(3) Quel rapport entre les questions (1) et (2) ?

Motivations : L'exercice 1 est un exemple de traduction algébrique de propriétés géométriques. L'exercice 2 est a com-
parer avec l'introduction des bases et de la dimension pour un espace vectoriel (on peut, d’ailleurs, donner un formalisme
abstrait de bases et de dimension qui recouvre ces deux situations — par exemple dans le cadre de la théorie des modeles).
L'exercice 3 constitue la situation non triviale la plus simple de la théorie de la dimension : il faut imaginer la situation dans
I'espace projecti?™ ! de dimensiom — 1 surk : chaquef; découpe une hypersurface dans ce projectif, qui fait chuter la
dimension del, mais tant qu'il y a moins de — 1 hypersurfaces l'intersection ne peut pas étre vide. L'exercice 4 exprime le
fait que le corpg:(t) des fonctions rationnelles a une indéterminée sur un corps algébriqguement cl@s; es{la définition
d’'un corpsC, étant précisément la conclusion de I'exercice). L'exercice 5 est un classique.



