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1. Pour chacune des extensions algébriques finies suivantes, déterminer si elle est séparable
ou non, normale ou non, galoisienne ou non. Lorsque l’extension est galoisienne, donner son
groupe de Galois. (1)C/R, (2) Q(

√
2)/Q, (3) Q( 3

√
2)/Q, (4) Q( 3

√
2, j)/Q(j) (où j

est une racine primitive cubique de l’unité), (5)Q(j)/Q, (6) Q( 3
√

2, j)/Q, (7) Fpd/Fp

(p étant un nombre premier, etd un naturel non nul), (8)C(t1/`)/C(t) où ` est un nombre
premier quelconque, (9)Fp(t

1/p)/Fp(t), (10) Fp(t
1/`)/Fp(t) où ` est un nombre premier

strictement supérieur àp.

Corrigé. Tout d’abord, n’importe quelle extension algébrique finieL/K en caractéris-
tique zéro, ou bien dont le corpsK est parfait, est séparable. Les extensions (1) à (8) sont donc
séparables (et elles sont alors normales si et seulement si elles sont galoisiennes).

L’extension (1) peut s’écrire commeC = R(i), corps de rupture det2+1 ∈ R[t], au-dessus
deR. Mais dès lors quet2 + 1 a acquis une racine,i, il est totalement décomposé, c’est-à-dire
que son autre racine−i, est également dansC, donc l’extension est normale. (On peut aussi
simplement dire queC est la clôture algébrique deR, donc évidemment normale.) Le groupe de
Galois estZ/2Z, l’unique élément non trivial,σ, envoyanta+ib sura−ib (c’est la conjugaison
complexe).

L’extension (2) est également normale : quand on rompt le polynômet2 − 2 en lui adjoi-
gnant une racine

√
2 surQ, on lui adjoint du même coup son autre racine,−√2. Le groupe de

GaloisGal(Q(
√

2)/Q) estZ/2Z, l’unique élément non trivial envoyanta + b
√

2 sura− b
√

2.
L’extension (3), en revanche, n’est pas normale : le polynômet3 − 2 admet dansQ( 3

√
2)

la racine 3
√

2, mais il n’est pas pour autant complètement décomposé : sinon, le rapport entre
deux racines serait une racine primitive cubique de l’unité,j, etj n’appartient pas àQ( 3

√
2) (par

exemple parce quej, vérifiantj2 = −1 − j, est de degré2 surQ, donc ne peut pas appartenir
àQ( 3

√
2) qui est de degré3 surQ). L’extension (4), elle, est normale : on a adjoint du même

coup les trois racines,3
√

2, j 3
√

2 et j2 3
√

2, det3 − 2. Le groupe de Galois estZ/3Z, engendré
par l’automorphisme envoyanta + b 3

√
2 + c 3

√
4 (aveca, b, c ∈ Q(j)) sura + jb 3

√
2 + j2c 3

√
4.

L’extension (5) est normale, de nouveau car toute extension quadratique est normale (quand un
polynôme de degré2 admet une racine, il est complètement décomposé) ; son groupe de Galois
estZ/2Z, l’élément non trivial envoyantj surj2.

L’extension (6) est normale car elle est le corps de décomposition de(t2 + t + 1)(t3 − 2)
surQ. Son groupe de Galois est de cardinal6 (puisque l’extension est de degré6, admettant
1, j, 3

√
2, j 3

√
2, j2, j2 3

√
2 pour base surQ) ; or on y a déjà trouvé un élémentτ d’ordre 3, qui

fixe j et j2 et envoie 3
√

2 sur j 3
√

2 et 3
√

4 sur j2 3
√

4, et un élémentσ d’ordre 2, qui fixe 3
√

2
et 3
√

4 et qui envoiej sur j2 ; ces éléments vérifientτσ = στ 2, donc le groupe de Galois est
Gal(Q( 3

√
2, j)/Q) ∼= S3 (les six éléments étant1, σ, τ, στ, τ 2, στ 2).

L’extension (7) est normale (Fpd est le corps de décomposition detp
d − t sur Fp) et

son groupe de Galois est engendré par le frobeniusFr: x 7→ xp, qui est d’ordred, donc
Gal(Fpd/Fp) ∼= Z/dZ.

L’extension (8) est normale, étant le corps de décomposition deu` − t ∈ C(t)[u] : en ef-
fet, dès que ce polynôme acquiert une racine,t1/`, il acquiert toutes ses racinest1/`, ζt1/`, . . . ,
ζ`−1t1/`, où ζ ∈ C est une racine primitivè-ième de l’unité. Le groupe de Galois de l’exten-
sion,Gal(C(t1/`)/C(t)), est d’ordrè , donc c’est le groupe cyclique d’ordrèengendré par
l’élémentσ: t1/` 7→ ζt1/`.

L’extension (9) n’est pas séparable. En effet, l’élémentt1/p a pour polynôme minimalup−
t ∈ Fp(t)[u], qui n’est pas séparable. Elle est, en revanche, normale, puisque c’est le corps de
décomposition du polynôme en question.

Enfin, l’extension (10) est séparable parce quet1/` a un polynôme minimal séparable sur
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Fp(t), mais elle n’est pas normale car le polynôme en question,u`− t, n’est pas complètement
décomposé (sinon une racine`-ième de l’unité serait dansFp(t), donc dansFp, et ce n’est pas
le cas lorsquè > p est premier). X

2 (indépendance linéaire des caractères). SoitΓ un groupe etE un corps. On suppose que
χ1, . . . , χn sont des homomorphismesΓ → E× deux à deux distincts. Montrer queχ1, . . . , χn

sont linéairement indépendants, surE, en tant qu’applicationsΓ → E. Pour cela, on pourra
partir d’une relation de dépendance linéaire sur un nombren aussi petit que possible, et montrer
(en utilisant le fait queχ1(z) 6= χ2(z) pour un certainz ∈ Γ ) qu’on peut la réduire encore d’un.

Corrigé. Supposons qu’on aita1χ1(x) + · · · + anχn(x) = 0 (pour toutx ∈ Γ ) avec
a1, . . . , an ∈ E non tous nuls etn aussi petit que possible. Manifestement,n n’est pas1
(puisqueχ1(1) = 1). Il existe z ∈ Γ tel que χ1(z) 6= χ2(z). Alors a1χ1(xz) + · · · +
anχn(xz) = 0 donne (en divisant parχ1(z), qui est non nul)a1χ1(x) + a2

χ2(z)
χ1(z)

χ2(x) + · · · +
an

χn(z)
χ1(z)

χn(x) = 0, et ce, pour n’importe quelx ∈ Γ . En soustrayant à la relation initiale, on

trouvea2

(
χ2(z)
χ1(z)

− 1
)

χ2(x) + · · · + an

(
χ2(z)
χ1(z)

− 1
)

χn(x) = 0 (toujours pour toutx ∈ Γ ),

aveca2

(
χn(z)
χ1(z)

− 1
)
6= 0. C’est-à-dire qu’on a diminué de1 le nombre de caractères en relation

linéaire, une contradiction à la minimalité. X

3. SoitL une extension galoisienne finie d’un corpsK, de groupe de GaloisG = Gal(L/K).
Montrer que

L⊗K L ∼=
⊕
σ∈G

L

en tant queK-algèbres — et même en tant queL-algèbres si on munitL⊗K L de sa structure de
L-espace vectoriel provenant de la multiplication sur le facteur de gauche — l’isomorphisme
envoyantx⊗ y sur la famille desx σ(y) pourσ parcourantG. (Utiliser l’exercice 2.)

Corrigé. Manifestement l’applicationϕ: L ⊗K L → ⊕
σ∈G L qui envoiex ⊗ y sur

(xσ(y)) est bien définie et constitue un morphisme deK-algèbres. Comme les dimensions de
part et d’autre sont les mêmes, il ne reste qu’à prouver l’injectivité. Or l’exercice 2 (appliqué
avecΓ = L× et E = L) prouve que les différentsσ: L → L deG = Gal(L/K), vus comme
applicationsK-linéaires deL dansL, sontL-linéairement indépendants. Soitx1, . . . , xd une
K-base deL, de sorte que1 ⊗ x1, . . . , 1 ⊗ xd forme aussi uneL-base deL ⊗K L muni de
sa structure deL-espace vectoriel (de dimensiond = [L : K]) par multiplication sur le fac-
teur de gauche1 : en prenant cette base au départ et la base canonique à l’arrivée, la matrice
deϕ (qui estL-linéaire) s’écrit comme(σj(xi))i,j (où σ1, . . . , σd sont les éléments deG), et
l’indépendance linéaire desσj prouve que cette matrice est inversible. X

4 (la trace). Soit L/K une extension algébrique finie de corps. On appelletrace deL sur
K, et on notetrL/K , l’application qui à unx ∈ L associe la trace (au sens des applications
K-linéaires) de la multiplication parx, soity 7→ xy, deL dansL.

(0) Montrer quetrL/K : L → K estK-linéaire.
(1) Quelle est la trace surR dea + ib ∈ C ?
(2) Six ∈ K et qued = [L : K], que vauttrL/K(x) ?

(1) Insistons bien :L⊗K L, qui est unK-espace vectoriel de dimensiond2, a deux structuresdifférentesdeL-espace vectoriel
de dimensiond, l’une donnée par la multiplicationz ·(x⊗y) = zx⊗y, qu’on considère ici, et l’autre donnée parz•(x⊗y) =
x⊗ zy. L’applicationϕ estL-linéaire pour la structure « gauche » mais non pour la structure « droite ».
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(3) SiE/L est une autre extension algébrique finie, montrer quetrE/K = trL/K trE/L. (On
pourra chercher à trouver une base deE surK en fonction d’une base deE surL et d’une base
deL surK.)

(4) Six ∈ L, comment exprimertrL/K(x) en fonction de son polynôme minimalµx ? (On
pourra faire intervenird = [L : K] et δ = degK x = deg µx.)

(5) Si L/K est finie galoisienne de groupeG = Gal(L/K), montrer quetrL/K(x) =∑
σ∈G σ(x). (On pourra éventuellement utiliser l’exercice 3, ou bien faire appel à la question

précédente.)
(6a) Si L/K n’est pas séparable, montrer quetrL/K = 0 identiquement (on pourra se

ramener à une extension de la formeK(z1/p) avecz ∈ K et p la caractéristique). (6b) Si
L/K est séparable, montrer quetrL/K n’est pas identiquement nulle (en se ramenant àL/K
galoisienne et en utilisant un des exercices 2 ou 3). (6c) Toujours lorsqueL/K est séparable,
montrer queB(x, y) = trL/K(xy) définit une formeK-bilinéaire symétrique non dégénérée
surL.

Corrigé. (0) L’applicationL → HomK(L, L) envoyantx sur l’applicationy 7→ xy de
multiplication parx estK-linéaire, et la traceHomK(L,L) → K estK-linéaire.

(1) Sur la base1, i deC surR, la multiplication pari a une matrice de diagonale nulle,
donctrC/R(i) = 0, tandis que la multiplication par1 est l’identité, donc de tracetrC/R(1) = 2
(voir aussi la question suivante). ParR-linéarité (question précédente), on atrC/R(a+ ib) = 2a.

(2) L’identité surL, c’est-à-dire la multiplication par1, a pour tracetrL/K(1) = d =
dimK L = [L : K]. Il s’ensuit parK-linéarité quetrL/K(x) = dx pour toutx ∈ K.

(3) Six1, . . . , xd est uneK-base deL et y1, . . . , ye uneL-base deE, alorsx1y1, . . . , xdy1,
x1y2, . . . xdye est uneK-base deE (en effet, tout élémentt deE s’écrit de façon unique comme∑n

i=1 tiyi avecti ∈ L, et chacun desti s’écrit de façon unique comme
∑d

j=1 tijxj avectij ∈ K,
d’où l’écriture uniquet =

∑
i,j tijxjyi). Si t ∈ L, la matrice de multiplication part dans

cette base s’écrit par blocs en remplaçant, dans la matrice de multiplication part dans laL-
basey1, . . . , ye de E, chaque entréea par la matrice de multiplication para dans laK-base
x1, . . . , xd de L. On voit donc que la trace det sur K, somme des coefficients diagonaux
de cette matrice, est la somme des traces surK des coefficients diagonaux de la matrice de
multiplication part surL, c’est-à-diretrE/K(t) = trL/K(trE/L(t)).

(4) Le polynôme minimalµx de x sur K (c’est-à-dire l’unique polynôme unitaire irré-
ductible qui annulex) est manifestement égal au polynôme minimal de la multiplication par
x (en tant qu’endomorphisme duK-espace vectorielL). Si δ = degK x = deg µx est égal à
d = [L : K] = dimK L alors ce polynôme minimal est le polynôme caractéristique (de la
multiplication parx) donc la trace se lit comme l’opposé du coefficient de degréd − 1 (on
a choisi le polynôme unitaire). Sinon, en introduisantF = K(x) le corps engendré parx
sur K, on ad = cδ où c = [L : F ] et δ = [F : K], et d’après les questions précédentes,
trL/K(x) = c trF/K(x) et on est ramené au cas qu’on vient de traiter.

(5) Soitµx le polynôme minimal dex surK. SurL, on peut factoriserµx(t) =
∏

σ(x)(t−
σ(x)) où σ(x) parcourt tous les conjugués (distincts) dex. Si δ = degK x = card{σ(x)} et
d = [L : K], alors chaqueσ(x) est atteint pourc = d/δ valeursσ différentes dansG =
Gal(L/K) (on a un groupeG d’ordre d qui agit transitivement sur l’ensemble de cardinalδ
des conjugués dex). CommetrL/K(x) = c

∑
σ(x) σ(x) (somme sur des conjugués distincts)

d’après la question précédente, on a bientrL/K(x) =
∑

σ∈G σ(x).
Une autre solution pour cette même question (5) consiste à faire appel à l’exercice 3 :

sur laL-algèbre
⊕

σ∈G L, l’applicationL-linéaire qui multiplie sur chaque facteur parσ(x) a
évidemment pour trace

∑
σ∈G σ(x), et l’isomorphismeL ⊗K L ∼= ⊕

σ∈G L montre que cette
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trace est celle de la multiplication parx sur le facteur de droite sur laL-algèbreL⊗K L (pour
la structureL-linéaire provenant du facteur de gauche) ; comme la trace ne dépend pas du corps
de base, cette trace est également la trace de la multiplication parx sur L commeK-espace
vectoriel.

(6a) SoitL/K une extension qui n’est pas séparable : il existe alorsx ∈ L qui n’est
pas séparable surK, et comme on a vu quetrL/K = trK(x)/K trL/K(x), il suffit de prouver que
trK(x)/K = 0 identiquement, c’est-à-dire qu’on peut supposerL = K(x). Par ailleurs, en notant
p la caractéristique, toujours commetrK(x)/K = trK(xp)/K trK(x)/K(xp), et l’inséparabilité nous
assure queK(x)/K(xp) est bien une extension de degrép (le polynôme minimal dex n’a
des coefficients non nuls que dans les degrés multiples dep), bref, on est ramené au cas où
z = xp ∈ K et l’extensionL estK(z1/p). Or dans ce cas, en écrivant explicitement la matrice
de la multiplication parxi = zi/p dans la base1, x, . . . , xp−1 deL surK, on voit clairement
que la trace est identiquement nulle, y compris pouri = 0 (carp est la caractéristique).

(6b) SiL/K est séparable, on peut trouver2 une extension galoisienne finieE deK conte-
nantL. PuisquetrE/K = trL/K trE/L, il suffit de montrer quetrE/K est non nulle, bref, on
peut supposerL galoisienne surK. Si on utilise l’isomorphismeL⊗K L ∼= ⊕

σ∈G L donné par
l’exercice 3, le fait que la traceL ⊗K L → L n’est pas identiquement nulle est clair (prendre
l’élément(1, 0, . . . , 0) ∈ ⊕

σ∈G L, dont la trace est manifestement1) et il s’ensuit que la trace
L → K ne l’est pas non plus ; cela découle aussi de l’exercice 2 : si

∑
σ∈G σ(x) était nul pour

tout x ∈ L, cela représenterait une relation de dépendance linéaire entre tous lesσ ∈ G vus
comme des applicationsL× → L.

(6c) Manifestement,B est une formeK-linéaire symétriqueL × L → K. Il s’agit de
prouver que six ∈ L n’est pas nul alorsB(x, ·): L → K est une forme linéaire non nulle. Or
si on avaittrL/K(xy) = 0 pour touty, on auraittrL/K(z) = 0 pour toutz (puisquex 6= 0 donc
tout z ∈ L s’écrit de la formexy), et on vient de voir que ceci n’est pas le cas. X

Rappel no1 : Si p ∈ Z[t] et siq, r ∈ Q[t] sont unitaires et vérifientp = qr alors en faitq, r ∈ Z[t]. (Démonstration :
soientM et N les plus petits entiers possibles tels queMq ∈ Z[t] et Nr ∈ Z[t], et on cherche à prouver queMN = 1 ; or
s’il existe un facteur premier̀|MN alors la réduction deMq dansF`[t] n’est pas nulle puisqueM est minimal, et de même
la réduction deNr n’est pas nulle, donc la réduction deMNqr = MNp n’est pas nulle, ce qui contredit le fait que` divise
MN donc chaque coefficient deMNp. Cela peut aussi se voir d’après l’algorithme de division euclidienne de polynômes.)

Rappel no2 : Si p(t) = t3 + bt+ c ∈ k[t] est un polynôme de degré3 centré, aveck un corps quelconque, et siξ1, ξ2, ξ3

sont les racines dep, dans une clôture algébriquek̄ dek, comptées avec multiplicités, alors le discriminant∆ = −4b3 − 27c2

de p vaut δ2 où δ = (ξ2 − ξ1)(ξ3 − ξ1)(ξ3 − ξ2). (Une façon fastidieuse — mais simple — de le voir est de développer
complètement∆ = δ2 et d’utiliserξ1 + ξ2 + ξ3 = 0, ξ1ξ2 + ξ1ξ3 + ξ2ξ3 = b et ξ1ξ2ξ3 = −c.)

5. Déterminer le groupe de Galois des équations suivantes (c’est-à-dire du corps de décom-
position du polynôme qui les définit) surQ : (a) t3 − 2t + 1 = 0, (b) t3 + t + 1 = 0,
(c) t3 − 6t + 1 = 0, (d) t3 − 12t + 8 = 0.

Corrigé. (a) Le polynômep(t) = t3 − 2t + 1 se factorise surQ commep(t) = (t −
1)(t2+t−1). Par conséquent, son corps de décomposition est celui det2+t−1, soitQ(

√
5). Le

groupe de GaloisGp est donc cyclique d’ordre2 avec pour élément non trivial l’automorphisme
envoyant

√
5 sur−√5.

(b) Le polynômep(t) = t3 +t+1 ∈ Z[t] n’a pas de racine dansF2 donc est irréductible sur
F2 (un polynôme réductible de degré3 se décompose comme produit d’un polynôme de degré
2 et d’un polynôme de degré1, donc il doit avoir une racine) donc surZ donc surQ (cf. le
rappel no1 ci-dessus). Le groupe de GaloisGp (du corps de décomposition) de ce polynôme

(2) Par exemple en prenant la composée de toutes les images d’un plongement deL dans une clôture algébrique deK au-dessus
deK. Ou bien en prenant le corps de décomposition des polynômes minimaux de générateurs deL au-dessus deK.
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opère donc transitivement sur les trois racines dep(t) dansQ̄ ; or il n’y a que deux sous-
groupes deS3 qui opèrent transitivement, à savoirS3 tout entier etZ/3Z. Commep(t) a une
unique racine réelle, donc deux racines complexes conjuguées (c’est-à-dire que surR il se
factorise comme produit d’un polynôme de degré2 et d’un polynôme de degré1), il existe un
élément d’ordre2 dans le groupe de Galois (surR, la conjugaison complexe), et ceci montre
queGp

∼= S3.
(c) Le polynômep(t) = t3 − 6t + 1 ∈ Z[t] n’a pas de racine dansF7 donc comme pour la

question précédente il est irréductible surQ. De nouveau, on veut trouver un élément d’ordre
2 dans le groupe de Galois. Mais cette fois on ne peut pas simplement utiliser la conjugaison
complexe (elle agit trivialement puisque les trois racines dep sont réelles). On pourrait faire
jouer àQ5 le rôle deR dans la méthode précédente (puisquep a une unique racine,3, dans
F5), mais on va plutôt faire autrement. Appelonsξ1, ξ2, ξ3 les trois racines réelles dep (dans un
ordre quelconque), et soitδ = (ξ2−ξ1)(ξ3−ξ1)(ξ3−ξ2). D’après le rappel no2, on a∆ = δ2 =
−4× (−6)3 − 27× 12 = 27× 31, qui n’est pas un carré dansQ. Par conséquent,Q(δ) est une
extension deQ de degré exactement2 contenue dansQ(ξ1, ξ2, ξ3), donc[Q(ξ1, ξ2, ξ3) : Q] = 6
et le groupe de Galois est de nouveauS3.

(d) Le polynômep(t) = t3 − 12t + 8 ∈ Z[t] n’a pas de racine dansF5 donc, comme
précédemment, est irréductible surQ. Appelonsξ1, ξ2, ξ3 les trois racines réelles dep avec
ξ1 < ξ2 < ξ3, et soitδ = (ξ2 − ξ1)(ξ3 − ξ1)(ξ3 − ξ2). D’après le rappel no2, on aδ2 =
−4× (−12)3− 27× 82 = 5 184 = 722 et commeδ > 0 (vu l’ordre choisi sur les racines) c’est
queδ = 72 ∈ Q. Il n’y a donc pas d’élément du groupe de GaloisGp dep qui échangeξ1 et ξ2

en laissantξ3 fixe, car un tel automorphisme transformeraitδ en−δ, ce qui n’est pas possible
(Q doit rester fixe). X

6 (groupes de Galois cyclotomique). (1) Soitn un naturel non nul etζ une racine primitive
n-ième de l’unité. Soitf le polynôme minimal deζ surQ et h tel quetn − 1 = f(t) h(t) :
montrer que sip est un nombre premier ne divisant pasn alorsζp est aussi racine def (si-
non,f(t) diviseraith(tp), puis réduire modulop). En déduire la valeur du groupe de Galois
Gal(Q(ζ)/Q) et l’irréductibilité du polynôme cyclotomiqueΦn.

(2) Montrer que tout groupe cyclique (fini) est le groupe de Galois d’une certaine extension
galoisienneL deQ.

(3) Si ζ est une racine primitiven-ième de l’unité etp un nombre premier qui ne divise
pasn, que vautGal(Fp(ζ)/Fp) (lorsqueζ est une racine primitiven-ième de l’unité dans̄Fp) ?
Quels sont lesn tels queΦn soit irréductible surFp ?

Corrigé. (1) Manifestement,ζp est racine detn − 1, donc, si on suppose par l’absurde
qu’il n’est pas racine def , c’est qu’il est racine deh, soith(ζp) = 0. Par action du groupe de
GaloisGal(Q(ζ)/Q) de tn − 1 (qui agit transitivement sur les racines def ) on voit que toute
racine def(t) est racine deh(tp), c’est-à-dire quef(t) diviseh(tp). Or en réduisant modulop
ceci signifierait quēf(t) (la réduction àFp def ) diviseraith̄p (carh̄(tp) = h̄p(t)). Notamment,
f̄ et h̄ auraient une racine commune, c’est-à-dire quef̄ h̄ = tn − 1 aurait une racine multiple
dansFp, ce qui n’est possible que sip divisen.

Le groupe de Galois deQ(ζ) surQ esta priori un sous-groupe de(Z/nZ)× (les classes
des entiers inversibles dansZ/nZ) puisque tout automorphisme deQ(ζ) est déterminé par
sa valeurζk sur ζ, qui constitue un élémentk ∈ (Z/nZ)×. Mais par ailleurs, le groupe de
Galois doit agir transitivement sur les racines def : or on vient de voir que siζ est une
racine def et quep ne divise pasn, alors ζp est encore une racine def . C’est donc que
Gal(Q(ζ)/Q) ⊆ (Z/nZ)× contient les classes de tous lesp premiers ne divisant pasn, donc
on aGal(Q(ζ)/Q) = (Z/nZ)×. Enfin, toutes les racines primitivesn-ièmes de l’unité sont des
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racines def , c’est-à-dire queΦn (le n-ième polynôme cyclotomique) divisef , et commef est
irréductible, en faitΦn = f . On voit au passage que[Q(ζ) : Q] = ϕ(n) (fonction indicatrice
d’Euler).

(2) Soitm = pr1
1 · · · prs

s (avecpi premiers distincts etri ≥ 1) un entier naturel non nul, et
soit m∗ = p

r∗1
1 · · · pr∗s

s où r∗i = ri + 2 (en fait, sipi 6= 2 on peut se contenter der∗i = ri + 1) :
alors, pour touti, (Z/p

r∗i
i Z)× admet3 Z/pri

i Z pour quotient, donc (grâce au théorème chinois)
(Z/m∗Z)× admetZ/mZ pour quotient. L’extensionQ(ζ) deQ, où ζ est une racinem∗-ième
de l’unité, a donc un groupe de Galois qui a un quotient isomorphe àZ/mZ : mais ceci signifie
qu’il existe un sous-corpsL deQ(ζ), galoisien surQ, qui aZ/mZ pour groupe de Galois sur
ce dernier.

(3) Si r est le plus petit entier tel quepr − 1 soit multiple den, autrement dit l’ordre dep
modulon, alorsFp(ζ) = Fpr (en effet, le groupe multiplicatif deFpr est précisément le groupe
des racines(pr − 1)-ièmes de l’unité, et seules existent les extensionsFpr deFp). Le groupe de
Galois deFp(ζ) surFp est doncGal(Fpr/Fp) = Z/rZ. En particulier,Φn est irréductible sur
Fp si et seulement si l’ordre dep modulon estϕ(n), c’est-à-dire si et seulement sip engendre
(Z/nZ)× (ce qui exige au moins quen soit un nombre premier ou le double d’un nombre
premier, sinon(Z/nZ)× n’est pas cyclique). X

Motivations : L’exercice 1 est un échauffement péliminaire. L’exercice 2 est un théorème de Dirichlet. L’exercice 3 est la
formulation bourbachique-grothendieckienne de la théorie de Galois : elle signifie qu’une extension galoisienneL/K de corps
se « déploie » elle-même, et son intérêt est de permettre de lire la structure de l’extensionL/K après extension des scalaires
à L, comme quelque chose de simple (d copies deL sur lesquelles le groupe de Galois opère simplement par permutation).
L’exercice 4 introduit une forme linéaire très importante dans l’étude d’une extension galoisienne. L’exercice 5 ouvre la voie
à des calculs de groupes de Galois surQ en commençant par le cas le plus simple non trivial : celui des équations cubiques.
L’exercice 6 est fondamental à plusieurs titres — on mentionnera le théorème difficile (dû à Kronecker et Weber) selon lequel
toute extension galoisienne deQ dont le groupe de Galois est abélien est contenu dans une extension cyclotomiqueQ(ζ).

(3) On rappelle que(Z/pr∗Z)× est cyclique d’ordreϕ(pr∗) = pr∗−1(p − 1) si p 6= 2, ou, sip = 2 et r∗ ≥ 2, est le produit
deZ/2Z parZ/2r∗−2Z.


