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1. Soit A un anneau eB une A-algébre (non nécessairement commutative) non nulle : mon-
trer queB ® 4 B est encore non nulle.

Corrigé. Lapplication A-bilinéaire B x B — B envoyan{(z, y) surzy définit une fleche
A-linéaireB®4 B — B, x ® y — zy : comme l'image dd ® 1 par celle-ci est € B, qui
n’est pas nul, c’est bien qué ® 4 B n’est pas nul. (Remarguons qu’on n’a méme pas besoin
du fait que l'algébre est associative, seulement de I'existence d’une unité multiplicative.)

2. Décrire, en tant qu'algebre sii, le produit tensorielC @r C. On précisera les deux
structures d€-algebre sur ce produit tensoriel (provenant de la multiplication sur le facteur de
gauche ou sur le facteur de droite).

Corrigé. On peut dire qu€ est engendré, en tant qu’algebre Bypar un seul élément,
i, qui vérifiei® + 1 = 0; en autres termeg; est le quotienR[¢]/(¢? + 1) de I'algébreR[t] des

polyndmes a coefficients réels en I'indétermindmar I'idéal (¢ + 1) engendré par la relation

2
en question (et on notd’image det € R[t] dans ce quotient). De cette descripti®] gy

R[t] — C — 0l ressort, quitte a tensoriser (a gauche, mettonsjmsurR, queC ®x C est le

quotient deC[¢] par I'idéal engendré paf + 1, c’est-a-direC|t] g Clt] = Co®r C — 0.
Or t? + 1, maintenant, se décompose comfhe- i)(¢ + 7). Il S’ensuit qu’on peut représenter
la classe d'unf € C[t] dansC @ C = C[t]/(t* + 1) comme le coupld f(i), f(—i)) dans
C @ C. Ceci définit un isomorphismé @r C — C @ C envoyant: ® 1 (qui se représente par
z € C[t]/(t?* + 1)) sur(z, z), etz @ i (qui se représente pat € C[t]/(t* + 1)) sur (zi, —=z1),
ou, de fagon plus généraleR 2’ € C g C par(z2',2z") e Ca C.

Cet isomorphisme, tel qu’'on I'a construit, est un isomorphisme non seulement pour la
structure deR-algébre, mais aussi pour la structure@algebre venant du facteur de gauche
(soit celle donnée par la fleclie¢ — C ®r C, 2z — 2z ® 1 : cela se voit aussi directement),
autrement ditz - (21, 22) = (221, 229). Pour l'autre structure d€-algeébre, il faut ajouter une
conjugaison complexe sur le deuxiéme fact€usoitz - (z1, z0) = (221, 222). v

3. On appelle algébre des quaternions, et on fift¢algébre (associative mais non com-
mutative) de dimensiod surR engendrée par les trois €élémentg, £ soumis aux relations

i? = j2 = k* = ijk = —1 (on vérifiera que ces relations donnent bien une algébre de dimen-
sion4...). Montrer qu'’il s’agit d’'une algébre a divisions (i.e., tout élément non niH demet

un inverse) et montrer quE ®r C = M, (C) (on pourra par exemple introduire les matrices
o; = (Z) é eto; = (1) _01 )et (f) Hog H = My (R) (on pourra s’inspirer des matrices

utilisées pour répondre a la question précédente).

Corrigé. D’abordH a bien la dimension annoncée : elle a une base cof®+aspace
vectoriel formée des quatre élémeits, j, & puisque tout produit de deux tels éléments s’ex-
prime comme combinaison des autres (par exemjpie k carij = —ij(k?) = —(ijk)k = k).
Ensuite, on vérifie facilement que + 3i +vj + 0k)(a — Bi — vj — 6k) = o® + %+~ + 42,
ce qui montre que tout quaternien+ (i + vj + dk non nul admet un inverse (a savoir
(o = Bi — ) — 6k) oOUN = o + 3 + 4% + §? vérifie N # 0 dansR) : doncH est
bien une algébre a divisions.

Le produit tensorieH ®g C est engendré s par les mémes générateurs et relations, sur
C cette fois. Montrons donc qu’on peut trouver trois matriegs;, 0, € My(C) telles que
o} = 0; = 0} = 0,0;0; = —1 et qui engendreritl, (C) en tant qu’algebre (pour cela, il suffit



TD Algebre Il (2004—-2005) Algébre tensorielle... N°2 (corrigé) / page 2

bien sOr qu’avec l'identité elles 'engendrent en tant uespace vectoriel). On prend

(0 (0 -1 Y A
= \ioo0) %\ o ) TETTEI T —

et on a bien les relations souhaitées, comme on le vérifie immédiatement.

Pour prouver quél @ H = My (R), il s'agit de trouver seize matriceésg, . . ., Akgr €
M, (R) qui en forment une base correspondantala basd , 187, 1®j, 1Qk,i®1, ..., kok}
deH ®g H et vérifient les mémes relations. On part des matriges;, o, € M, (C) obtenues
ci-dessus : on voudrait poser, par exemple, = 0; ® o;, mais ¢a ne donne pas une matrice
réelle ; au lieu de ¢a, on fait usage du fait gyeest a coefficients réels : en posant

)\1@1:1@)1, )\i®1:—i0i®0j, )‘j®120j®17 )\k®1:—i0k®0j

on a quatre matrices réelle$ k 4) qui vérifient les relations définissant les quaternions, et
n'importe laquelle de ces quatre matrices commute a n’importe laquelle des quatre suivantes :

M1 =1®1, Mgi=—10;00;, Mg; =105, Mg = —10; R0y,

Ceci permet de définir les seize matrices recherchées (par exempte \ig1\1g; = —io;®1

qui vérifient toutes les relations souhaitées et qui forment une basedrivl,(R) (elles sont
réelles et su€ elles sont libres car il y en a une et une seule proportionnelle a clhaque:).

On a donc biel @ H = M, (R). (Une autre méthode, plus canonique, consiste a identifier
H ®r H aHomg (H, H) = My (R) parz ® y — x2y.) v

4 (algebres de Clifford). Soitk un corps, gu’on supposera pour simplifier de caractéristique
différente de2 (c’est-a-dire que # 0 dansk), V' un k-espace vectoriel de dimension finie et
q:V — k une forme quadratique siit. On appellealgebre de Cliffordassociée & le quotient
C(q) de l'algebre tensorielld™* (V) = @, , V" deV par son idéal bilatere engendré par
tous les éléments de la forme® = — ¢(z)1 (ou = parcourtV’). Montrer queC'(q) a une
dimension finie suk qu’on calculera. Que vaut(q) sig = 0? Que vaut’(q) siq est la forme
quadratique suR donnée pay(z) = —x? (respectivemen(z) = +x2) ?

Montrer que pour tout il existe un espace vectoriel de dimensiotle matrices réelles (de
taille non précisée) dans lequel seule la matrice nulle n’est pas inversible.

Corrigé. Soitv, ..., v, une base orthogonaldeV pourq. Notonse; I'image dev; dans
C(q). Cherchons a déterminer les relations entre:JeSout d’abord, on @a? = ¢(v;) pour tout
i. D’autre part, poui # j on a(e; + e;)? = q(vi + v;) = q(v;) + q(v;) (cette derniére égalité
utilisant I'orthogonalité) mais auséi; +e;)* = e +e5+-eie;+eje; = q(vi) +q(v;) +eiej+e e,
ce qui prouve queje; = —e;e;. Par conséquent, le produit d’'un nombre quelconque:dss
ramene au signe pres a un produit ordonné, et ensuite a une constante pegsaudalstincts,
donc la dimension dé€'(¢) est au plug” (le nombre de sous-ensembles{de. .., r}) our est
la dimension dé/.

Pour montrer que la dimension est exacten®nbn appelle temporairemeat (q) le k-
espace vectoriel dont une base est I'ensemble des produits fermelse;. aveci; < ... < i
dans{1,...,r} (il est donc de dimensio?” exactement), qu'on munit d’'une structure d’'al-
gebre en imposant les relatioag; = —e;e; ete? = g(e;) 1 (autrement dit, un produit quel-
conque d’éléments de la base se forme en prenant le produit formellement et en se ramenant
aune; ---e;, aveci; < ... < i, grace a ces deux relations); I'associativité @éq) est

() On utilise ici le fait que la caractéristique #en’est pas2.
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claire. On vient de voir qué€’(q) se surjecte su€'(q) (par la fleche évidente) et on veut la
réciprogue ; commeé’(q) est un quotient de I'algébre tensorielf®(1") et qu'on a une fléche
surjective évidentd&* (V') — C’(q), il s’agit simplement de voir que réciproquement toutes les
relationsz? = ¢(z) (pourx € V) sont vérifiées dan§’(q), de sorte qu’on aura une surjection
dans l'autre sens, ét(q) etC’(q) seront bien isomorphes. Or manifestement si on décompose
r =) . &v; surla base; on développec2 Z” &i&je.e; et grace aux relations d’anticom-
mutation entre les; on az? = >, e = >, E2q(e;) = g(x), comme on le voulait.

Siq =0, l'algébre de CIifford(J( ) est simplement I'algébre extérieur&(1") deV'. Pour
q(x) = —2? sUrR = Re, on ae* = gq(e) = —1 doncC(qg) = C (en envoyanty + e sur
a + 3i); pourg(z) = 2%, on ac? = 1 et on voit queC(q) = R @ R (en envoyanty + (e sur
(O[ + ﬁa o — 6))

Enfin, donnons-nous > 0, et soitV” un espace vectoriel réel de dimenstomuni d’'une
forme quadratique anisotrope (i.e., le seul € V tel queg(z) = 0 estz = 0 : par exemple
V' = R” muni de la forme euclidienng usuelle). La multiplication par um € V' non nul
quelconque sur l'algébre de Cliffoid(q) est bijective (son inverse esf¢(x)), donc définit,
quitte & prendre une base quelconqué’de) une matrice de taille” x 2" inversible, et 'espace
vectoriel de dimensionde toutes les matrices de multiplication par des V ne contient donc
gue la matrice nulle comme matrice non inversible, ce qu’on souhaitait. v

5. Soit f:V — V un endomorphismé:flinéaire) d'un espace vectoriel de dimension finie
sur un corps : on considéré” comme urk[t]-module par la multiplicatior - = = P(f)(x)
(cf. exercice 5 de la feuille®i). Décrire autant que possible I'algebre extérieu;;g]v de

V' (commek|[t]-module) et notamment la dimension (comimespace vectoriel) de chaque
g

Corrigé. Décomposon$” commetp, ; k[t]/(P’) ou lesP; € k[t] sont des polyndmes
irréductibles deux a deux étrangers etiesdes entiers naturels non nuls, et fwpére sur
chaqueV;; = k[t]/(P"’) comme la multiplication pat. Alors AV se décompose comme
somme directe, sur tous les ensemifiede cardinall de coupleq, j), du produit tensoriel
Ws = Qi jes Vii (prodwt tensoriel suk[t]), chacun de cel’s correspondant akit|-module
engendré par les; A --- A v, avec exactement un, € V;; pour chaque couplg, j) € S (on
ne peut avoir deuxy, dans le méme sans quoi le produit extérieur serait nul). Par ailleurs,
si S contient deux couple§, j) avec des valeurs difféerentes dédonc relatifs a des;, P/

étrangers), on &'y = 0 (car (k[t]/(P")) @ (k[t]/(P;")) = 0 comme on le voit grace

a une relation de Bézout enti@ et P;). A part \°V = W, = k[t], on peut donc écrire
chaquen‘V comme une somme directe sur tous dete AV, oU V; = @, k[t]/(P"7). A i

égal on a(k{1)/(P/")) @ (K1) (P)) = K[il/(P""""""). Ordonnons les,, comme
nio > Mg > o0 > ny,, - alors AV s’écrit comme somme directe dé§]/(P"7) avec
multiplicités Cf = WLQ, (ou on convient qué€’; = 0'si ¢ > j), carC} compte le nombre de
fagons de choisif entiers distincts entre les ;; dont le plus petit soit; ;. En particulier, la
dimension suk de A“V; estm;(n;, + (0 + 1)ngppq + -+ + Cfinz-,m) avecm; = deg P;, et la
dimension de\‘V est la somme de ces quantités pour tous gour/ > 0; pourl = 0, la
dimension est celle dejt| donc infinie ; naturellement, podr= 1 on retrouve la somme des

m;Ng; donCdimk V) v

Motivations : L'exercice 1 est a comparer avec I'exercice 1 de la feuflleau il est prouvé quéQ/Z) ®z (Q/Z) = 0.
L'exercice 2 est une introduction a un point de vue possible sur la théorie de GalGie&iune extension finie d’'un corps
que peut-on dire d& ®; K en tant qu'algébre ?), et I'exercice 3 lui fait naturellement suite et pourrait servir d’introduction
au groupe de Brauer (ici, I'algébre des quaternions constitue une classe dans le groupe de Brauer dont on montre qu’elle est
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déployée pafC et qu'elle est de-torsion). L'exercice 4 introduit une construction algébrique trés importante (par exemple
dans I'étude des formes quadratiques) ; on pourrait le prolonger en se demandant par exemple quelles sont les algébres de
Clifford surR et quels en sont les produits tensoriels. L'exercice 5 est du remplissage...



