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1. SoitA un anneau etB uneA-algèbre (non nécessairement commutative) non nulle : mon-
trer queB ⊗A B est encore non nulle.

Corrigé. L’applicationA-bilinéaireB×B → B envoyant(x, y) surxy définit une flèche
A-linéaireB ⊗A B → B, x ⊗ y 7→ xy : comme l’image de1 ⊗ 1 par celle-ci est1 ∈ B, qui
n’est pas nul, c’est bien queB ⊗A B n’est pas nul. (Remarquons qu’on n’a même pas besoin
du fait que l’algèbre est associative, seulement de l’existence d’une unité multiplicative.)X

2. Décrire, en tant qu’algèbre surR, le produit tensorielC ⊗R C. On précisera les deux
structures deC-algèbre sur ce produit tensoriel (provenant de la multiplication sur le facteur de
gauche ou sur le facteur de droite).

Corrigé. On peut dire queC est engendré, en tant qu’algèbre surR, par un seul élément,
i, qui vérifiei2 + 1 = 0 ; en autres termes,C est le quotientR[t]/(t2 + 1) de l’algèbreR[t] des
polynômes à coefficients réels en l’indéterminéet par l’idéal(t2 + 1) engendré par la relation

en question (et on notei l’image det ∈ R[t] dans ce quotient). De cette descriptionR[t]
×(t2+1)−→

R[t] → C→ 0 il ressort, quitte à tensoriser (à gauche, mettons) parC surR, queC⊗RC est le

quotient deC[t] par l’idéal engendré part2 + 1, c’est-à-direC[t]
×(t2+1)−→ C[t] → C⊗R C→ 0.

Or t2 + 1, maintenant, se décompose comme(t − i)(t + i). Il s’ensuit qu’on peut représenter
la classe d’unf ∈ C[t] dansC ⊗R C = C[t]/(t2 + 1) comme le couple(f(i), f(−i)) dans
C⊕C. Ceci définit un isomorphismeC⊗R C→ C⊕C envoyantz ⊗ 1 (qui se représente par
z ∈ C[t]/(t2 + 1)) sur(z, z), etz ⊗ i (qui se représente parzt ∈ C[t]/(t2 + 1)) sur(zi,−zi),
ou, de façon plus générale,z ⊗ z′ ∈ C⊗R C par(zz′, zz̄′) ∈ C⊕ C.

Cet isomorphisme, tel qu’on l’a construit, est un isomorphisme non seulement pour la
structure deR-algèbre, mais aussi pour la structure deC-algèbre venant du facteur de gauche
(soit celle donnée par la flècheC → C ⊗R C, z 7→ z ⊗ 1 : cela se voit aussi directement),
autrement ditz · (z1, z2) = (zz1, zz2). Pour l’autre structure deC-algèbre, il faut ajouter une
conjugaison complexe sur le deuxième facteurC, soitz · (z1, z2) = (zz1, z̄z2). X

3. On appelle algèbre des quaternions, et on noteH, l’algèbre (associative mais non com-
mutative) de dimension4 surR engendrée par les trois élémentsi, j, k soumis aux relations
i2 = j2 = k2 = ijk = −1 (on vérifiera que ces relations donnent bien une algèbre de dimen-
sion4...). Montrer qu’il s’agit d’une algèbre à divisions (i.e., tout élément non nul deH admet
un inverse) et montrer queH ⊗R C ∼= M2(C) (on pourra par exemple introduire les matrices

σi =

(
0 i
i 0

)
etσj =

(
0 −1
1 0

)
) et (†)H⊗RH ∼= M4(R) (on pourra s’inspirer des matrices

utilisées pour répondre à la question précédente).

Corrigé. D’abordH a bien la dimension annoncée : elle a une base commeR-espace
vectoriel formée des quatre éléments1, i, j, k puisque tout produit de deux tels éléments s’ex-
prime comme combinaison des autres (par exempleij = k carij = −ij(k2) = −(ijk)k = k).
Ensuite, on vérifie facilement que(α + βi + γj + δk)(α− βi− γj− δk) = α2 + β2 + γ2 + δ2,
ce qui montre que tout quaternionα + βi + γj + δk non nul admet un inverse (à savoir
1
N

(α − βi − γj − δk) où N = α2 + β2 + γ2 + δ2 vérifie N 6= 0 dansR) : doncH est
bien une algèbre à divisions.

Le produit tensorielH⊗RC est engendré surC par les mêmes générateurs et relations, sur
C cette fois. Montrons donc qu’on peut trouver trois matricesσi, σj, σk ∈ M2(C) telles que
σ2

i = σ2
j = σ2

k = σiσjσk = −1 et qui engendrentM2(C) en tant qu’algèbre (pour cela, il suffit
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bien sûr qu’avec l’identité elles l’engendrent en tant queC-espace vectoriel). On prend

σi =

(
0 i
i 0

)
, σj =

(
0 −1
1 0

)
, σk = σiσj =

(
i 0
0 −i

)

et on a bien les relations souhaitées, comme on le vérifie immédiatement.
Pour prouver queH ⊗R H ∼= M4(R), il s’agit de trouver seize matricesλ1⊗1, . . . , λk⊗k ∈

M4(R) qui en forment une base correspondant à la base{1⊗1, 1⊗i, 1⊗j, 1⊗k, i⊗1, . . . , k⊗k}
deH⊗R H et vérifient les mêmes relations. On part des matricesσi, σj, σk ∈M2(C) obtenues
ci-dessus : on voudrait poser, par exemple,λi⊗j = σi ⊗ σj, mais ça ne donne pas une matrice
réelle ; au lieu de ça, on fait usage du fait queσj est à coefficients réels : en posant

λ1⊗1 = 1⊗ 1 , λi⊗1 = −i σi ⊗ σj , λj⊗1 = σj ⊗ 1 , λk⊗1 = −i σk ⊗ σj

on a quatre matrices réelles (4 × 4) qui vérifient les relations définissant les quaternions, et
n’importe laquelle de ces quatre matrices commute à n’importe laquelle des quatre suivantes :

λ1⊗1 = 1⊗ 1 , λ1⊗i = −i σj ⊗ σi , λ1⊗j = 1⊗ σj , λ1⊗k = −i σj ⊗ σk

Ceci permet de définir les seize matrices recherchées (par exempleλi⊗j = λi⊗1λ1⊗j = −iσi⊗1
qui vérifient toutes les relations souhaitées et qui forment une base surR deM4(R) (elles sont
réelles et surC elles sont libres car il y en a une et une seule proportionnelle à chaqueσ1⊗σ2).
On a donc bienH ⊗R H ∼= M4(R). (Une autre méthode, plus canonique, consiste à identifier
H⊗R H àHomR(H,H) ∼= M4(R) parx⊗ y 7→ xzȳ.) X

4 (algèbres de Clifford). Soitk un corps, qu’on supposera pour simplifier de caractéristique
différente de2 (c’est-à-dire que2 6= 0 dansk), V un k-espace vectoriel de dimension finie et
q: V → k une forme quadratique surV . On appellealgèbre de Cliffordassociée àq le quotient
C(q) de l’algèbre tensorielleT •(V ) =

⊕∞
n=0 V ⊗n de V par son idéal bilatère engendré par

tous les éléments de la formex ⊗ x − q(x) 1 (où x parcourtV ). Montrer queC(q) a une
dimension finie surk qu’on calculera. Que vautC(q) si q = 0 ? Que vautC(q) si q est la forme
quadratique surR donnée parq(x) = −x2 (respectivementq(x) = +x2) ?

Montrer que pour toutr il existe un espace vectoriel de dimensionr de matrices réelles (de
taille non précisée) dans lequel seule la matrice nulle n’est pas inversible.

Corrigé. Soitv1, . . . , vr une base orthogonale1 deV pourq. Notonsei l’image devi dans
C(q). Cherchons à déterminer les relations entre lesei. Tout d’abord, on ae2

i = q(vi) pour tout
i. D’autre part, pouri 6= j on a(ei + ej)

2 = q(vi + vj) = q(vi) + q(vj) (cette dernière égalité
utilisant l’orthogonalité) mais aussi(ei+ej)

2 = e2
i +e2

j +eiej+ejei = q(vi)+q(vj)+eiej+ejei,
ce qui prouve queejei = −eiej. Par conséquent, le produit d’un nombre quelconque desei se
ramène au signe près à un produit ordonné, et ensuite à une constante près à desei tous distincts,
donc la dimension deC(q) est au plus2r (le nombre de sous-ensembles de{1, . . . , r}) oùr est
la dimension deV .

Pour montrer que la dimension est exactement2r, on appelle temporairementC ′(q) le k-
espace vectoriel dont une base est l’ensemble des produits formelsei1 · · · eis aveci1 < . . . < is
dans{1, . . . , r} (il est donc de dimension2r exactement), qu’on munit d’une structure d’al-
gèbre en imposant les relationsejei = −eiej et e2

i = q(ei) 1 (autrement dit, un produit quel-
conque d’éléments de la base se forme en prenant le produit formellement et en se ramenant
à un ei1 · · · eis aveci1 < . . . < is grâce à ces deux relations) ; l’associativité deC ′(q) est

(1) On utilise ici le fait que la caractéristique dek n’est pas2.
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claire. On vient de voir queC ′(q) se surjecte surC(q) (par la flèche évidente) et on veut la
réciproque ; commeC(q) est un quotient de l’algèbre tensorielleT •(V ) et qu’on a une flèche
surjective évidenteT •(V ) → C ′(q), il s’agit simplement de voir que réciproquement toutes les
relationsx2 = q(x) (pourx ∈ V ) sont vérifiées dansC ′(q), de sorte qu’on aura une surjection
dans l’autre sens, etC(q) etC ′(q) seront bien isomorphes. Or manifestement si on décompose
x =

∑
i ξivi sur la basevi on développex2 =

∑
i,j ξiξjeiej et grâce aux relations d’anticom-

mutation entre lesei on ax2 =
∑

i ξ
2
i e

2
i =

∑
i ξ

2
i q(ei) = q(x), comme on le voulait.

Si q = 0, l’algèbre de CliffordC(q) est simplement l’algèbre extérieure∧•(V ) deV . Pour
q(x) = −x2 surR = Re, on ae2 = q(e) = −1 doncC(q) = C (en envoyantα + βe sur
α + βi) ; pourq(x) = x2, on ae2 = 1 et on voit queC(q) = R ⊕ R (en envoyantα + βe sur
(α + β, α− β)).

Enfin, donnons-nousr ≥ 0, et soitV un espace vectoriel réel de dimensionr muni d’une
forme quadratiqueq anisotrope (i.e., le seulx ∈ V tel queq(x) = 0 estx = 0 : par exemple
V = Rr muni de la forme euclidienneq usuelle). La multiplication par unx ∈ V non nul
quelconque sur l’algèbre de CliffordC(q) est bijective (son inverse estx/q(x)), donc définit,
quitte à prendre une base quelconque deC(q) une matrice de taille2r×2r inversible, et l’espace
vectoriel de dimensionr de toutes les matrices de multiplication par desx ∈ V ne contient donc
que la matrice nulle comme matrice non inversible, ce qu’on souhaitait. X

5. Soitf : V → V un endomorphisme (k-linéaire) d’un espace vectorielV de dimension finie
sur un corpsk : on considèreV comme unk[t]-module par la multiplicationP · x = P (f)(x)
(cf. exercice 5 de la feuille no1). Décrire autant que possible l’algèbre extérieure∧•k[t]V de
V (commek[t]-module) et notamment la dimension (commek-espace vectoriel) de chaque
∧`

k[t]V .

Corrigé. DécomposonsV comme
⊕

i,j k[t]/(P
nij

i ) où lesPi ∈ k[t] sont des polynômes
irréductibles deux à deux étrangers et lesnij des entiers naturels non nuls, et oùf opère sur
chaqueVij = k[t]/(P

nij

i ) comme la multiplication part. Alors ∧`V se décompose comme
somme directe, sur tous les ensemblesS de cardinal̀ de couples(i, j), du produit tensoriel
WS =

⊗
(i,j)∈S Vij (produit tensoriel surk[t]), chacun de cesWS correspondant auk[t]-module

engendré par lesv1 ∧ · · · ∧ v` avec exactement unvh ∈ Vij pour chaque couple(i, j) ∈ S (on
ne peut avoir deuxvh dans le même sans quoi le produit extérieur serait nul). Par ailleurs,
si S contient deux couples(i, j) avec des valeurs différentes dei (donc relatifs à desPi, P

′
i

étrangers), on aWS = 0 (car (k[t]/(P
nij

i )) ⊗k[t] (k[t]/(P
ni′j′
i′ )) = 0 comme on le voit grâce

à une relation de Bézout entrePi et Pi′). À part ∧0V = W∅ = k[t], on peut donc écrire
chaque∧`V comme une somme directe sur tous lesi de∧`Vi où Vi =

⊕
j k[t]/(P

nij

i ). À i

égal on a(k[t]/(P
nij

i )) ⊗k[t] (k[t]/(P
nij′
i )) = k[t]/(P

min(nij ,nij′ )
i ). Ordonnons lesnij comme

ni,0 ≥ ni,1 ≥ · · · ≥ ni,ri
: alors∧`Vi s’écrit comme somme directe desk[t]/(P

nij

i ) avec
multiplicitésC`

j = j!
`!(j−`)!

(où on convient queC`
j = 0 si ` > j), carC`

j compte le nombre de
façons de choisir̀ entiers distincts entre lesni,j′ dont le plus petit soitni,j. En particulier, la
dimension surk de∧`Vi estmi(ni,` + (` + 1)ni,`+1 + · · · + C`

ri
ni,ri

) avecmi = deg Pi, et la
dimension de∧`V est la somme de ces quantités pour tous lesi (pour ` > 0 ; pour ` = 0, la
dimension est celle dek[t] donc infinie ; naturellement, pour` = 1 on retrouve la somme des
minij doncdimk V ). X

Motivations : L’exercice 1 est à comparer avec l’exercice 1 de la feuille no1 où il est prouvé que(Q/Z)⊗Z (Q/Z) = 0.
L’exercice 2 est une introduction à un point de vue possible sur la théorie de Galois (siK est une extension finie d’un corpsk,
que peut-on dire deK ⊗k K en tant qu’algèbre ?), et l’exercice 3 lui fait naturellement suite et pourrait servir d’introduction
au groupe de Brauer (ici, l’algèbre des quaternions constitue une classe dans le groupe de Brauer dont on montre qu’elle est
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déployée parC et qu’elle est de2-torsion). L’exercice 4 introduit une construction algébrique très importante (par exemple
dans l’étude des formes quadratiques) ; on pourrait le prolonger en se demandant par exemple quelles sont les algèbres de
Clifford surR et quels en sont les produits tensoriels. L’exercice 5 est du remplissage...


