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1. On admet qu’il existe (a conjugaison pres) sept sous-groupes transitifs de &7 : ce sont
~Cr7 = 7 /77 (groupe cyclique a sept éléments),
-D7 = (ZJ7Z) x (Z/2Z) (groupe diédral de I’heptagone),
~Go1 = (Z/TZ) » (Z/3Z) (groupe métacyclique d’ordre 21, ou Z/3Z agit sur Z/7Z par
multiplication par 2, ou, ce qui revient au méme, en le plongeant dans (Z/7Z)* = 7./67.),
—Gyo = (Z)TZ) x (Z/6Z) (groupe métacyclique d’ordre 42, ou Z/6Z agit sur Z/7Z par
multiplication par 3, ou, ce qui revient au méme, en identifiant (Z/772)* = Z/6Z),
—Gies = PSLy(F7) = PSL3(F2) (I'unique groupe simple a 168 éléments, opérant sur 7
objets comme PSL3(IFy) opere sur P%(TF,)),
-2 (le groupe alterné), et
—G5 tout entier.
On considere le polyndme p(t) = t” — 7t + 3. Expérimentalement, modulo les 100 000 plus
petits nombres premiers, il se factorise de la fagon suivante :

Degrés Fréquence
1+3+3 33.371%
7 28.537%
1+2+4 24.956%
I1+14+1+2+2 12.562%
I+14+1+1+14+1+1 0.574%

Que peut-on en déduire sur le groupe de Galois du corps de décomposition de p, de facon
certaine d’une part, et de fagon heuristique d’autre part ?

En considérant le polynéme r(t) = [[,;.(t — (6i + 6; + 0;)) ot 6y,..., 07 sont les
sept racines de p(t), expliquer (mais sans faire le calcul !) comment on pourrait prouver rigou-
reusement que le groupe de Galois est bien celui qu’on pense. (Indication : combien de fois
transitivement opere-t-il sur {6;} ?)

Corrigé. Tout d’abord, p est irréductible, comme cela résulte de 1’existence de nombres
premiers modulo lesquels il est irréductible. Son groupe de Galois est donc un des sept sous-
groupes transitifs de &7 qu’on a énumérés. Or on peut exclure :

—(C% car tout élément de C; est soit I’identité soit a une unique orbite de longueur 7, donc
la décomposition modulo n’importe quel premier se ferait soit en un unique facteur de
degré 7 soit en sept facteurs de degré 1, or il existe d’autres formes de décomposition.

—D7 car il n’admettrait, de méme, que les décompositions 1*7, 1+ 2%3 et 7, oril s’en
produit d’autres.

—G9; car il n’admettrait que les décompositions 17, 1 4 3*2 et 7.

—G car il n’admettrait que les décompositions 17, 1 4 2*3, 1 +3%2, 1 + 6 et 7.

Pour justifier efficacement, on peut se contenter d’exclure la possibilité que le groupe de Galois
soit un sous-groupe de G4o (puisque C%7, D7 et G5 en sont — a conjugaison pres). Or Gy =
(ZJTZ) x (Z/6Z) est le groupe affine GAy(F7) des transformations = — ax + b de F7 avec
a € F> etb € Fr, etil est évident qu’une telle transformation ne peut pas avoir plus d’un point
fixe sauf a étre I’identité. Il reste donc les trois possibilités : G145, A7 et Sr.

On ne peut pas en éliminer formellement d’autre. Cependant, si le groupe de Galois était
2l7, on s’attendrait a voir apparaitre, par exemple, la décomposition 1+ 15 avec une fréquence
de % = 20%. En effet, les 5-cycles sont conjugués dans 2 et le centralisateur de I’'un d’entre
eux a 5 éléments (ce sont uniquement les puissances du cycle en question), ce qui assure que
la classe de conjugaison formée des 5H-cycles a % de la taille du groupe 2l et par le théoreme
de Cebotarév la proportion des premiers ¢ modulo lesquels le Frobenius en ¢ agit comme un
5-cycle devrait étre % Or il serait tres surprenant que sur 100 000 nombres premiers on ne voie
pas une seule fois apparaitre une décomposition censée représenter 20% des cas. De méme, la
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decomposmon 2 + 2 + 3 devrait apparaitre avec une fréquence de - 75 =~ 8.3% or elle n’apparait
pas du tout. A I’inverse, si le groupe de Ga101s était 27 on s’attendrait a voir la décomposition
1*7 apparaitre avec une fréquence #Q[ = 2520 et elle est beaucoup plus fréquente que cela.
Le cas &7 semble encore plus invraisemblable puisque toutes les décompositions observées
correspondent a des permutations paires : on n’a par exemple observé aucune décomposition
1 + 6 alors qu’elle devrait représenter % ~ 16.7% des cas (c’est la plus grosse classe de conju-
gaison de G7) ; bien siir, on peut éliminer G (ainsi, d’ailleurs, que (42, si ce n’était déja fait)
en constatant que le discriminant de ¢ — 7t + 3 est (21)5.

Il y a donc treés fortement a penser que le groupe de Galois de p sur Q est G'145. Modulo un
peu de calcul sur les classes de conjugaison de (G145 on voit qu’il colle trés bien aux résultats

expérimentaux :

Degrés Fréquence | Asymptotique
1+3+3 33.371% % ~ 33.333%
7 28.537% % ~ 28.571%
1+2+4 24.956% | 1 =25 %
1+141+242 12.562% %:125 %
I+1+1+1+1+1+1 0.574% ﬁ: 0.595%

Reste maintenant a expliquer comment on peut prouver que le groupe de Galois n’est
effectivement pas 2, ou G7. Pour cela, on utilise le fait que 2(; et &7 operent 3-transitivement
(sur {1,...,7}), alors que G145 Opére 2-transitivement mais non 3-transitivement (c’est clair si
on le considere comme PS L3(F,) opérant sur P?(F,) : le fait que trois points soient alignés ou
non est préservé par I’action des projectivités). Posant r(t) = [[;_;_,(t — (6; + 0; + 0;)) (de
degré C2 = 35), on voit que 7 est A coefficients rationnels puisque les coefficients en question
sont des polynomes (a coefficients entiers) totalement symétriques des 6;. Si le groupe de Galois
de p(t) est A7 ou &7 alors, comme il envoie n’importe quel 6, +6; + 6, sur n’importe quel autre,
r(t) est irréducible (on suppose pour simplifier que 7 () n’a que des racines simples ce qui, en
fait, est bien le cas) ; tandis que si le groupe de Galois est bien G163, on va pouvoir factoriser
r(t) (en un facteur de degré 7 fois un facteur de degré 28, précisément) vu qu’il existe un
ensemble des {6; + 0; + 0} invariant par ’action du groupe de Galois. Par conséquent, le fait
de vérifier que r(t) est a racines simples et n’est pas irréductible constitue une preuve du fait
que le groupe de Galois de p(t) est G1gg. De fait, r(¢) admet le facteur ¢7 + 14¢* — 42¢> — 21t +9.

v

2 (calcul général du groupe de Galois). Soit p(t) = t¢ + a;t¥' + .- + aq € K[t] un
polyndme (unitaire, de degré d) séparable a coefficients dans un corps K, et ¢y, ..., &, (de sorte
que p(t) = [, (t — &)) ses racines dans son corps de décomposition qu’on notera L. On
définit la résolvante de Kronecker de p comme

s(t) = H <t—2u2§”> € Luy, ..., ugt

ceGy

(Imaginer que s est le polyndme en ¢ dont les racines sont les combinaisons linéaires ) _, 1€, (;)
a coefficients des indéterminées wu,;.) Montrer que s est, en fait, a coefficients dans K, et qu’il
est invariant par G, (agissant par permutation sur les variables uy, ..., ug). Soit h un facteur
irréductible! quelconque de s dans K[ui,...,uq,t] (on le prendra unitaire) : on considere le
sous-groupe Sy, de S, formé des permutations 0 € S, qui laissent h invariant. Montrer que S},

(') On rappelle que les anneaux de polyndmes sur un corps sont factoriels.
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est conjugué, dans &, au groupe de Galois G = Gal(L/K) de p sur K vu comme un groupe
de permutations sur {&;}.

En admettant que la décomposition en facteurs premiers dans Q[uy, ..., uq,t] est algo-
rithmique, expliquer pourquoi ceci fournit un algorithme théorique permettant de calculer le
groupe de Galois de n’importe quel polyndme sur Q (i.e., le probleme du calcul du groupe de
Galois est décidable), mais expliquer pourquoi cet algorithme est inutilisable en pratique.

Corrigé. Remarquons tout d’abord que les facteurs ¢ — Zle u;&s (i), €tant linéaires, sont
irréductibles dans L[uy, . .., ug, t], donc ’expression définissant s donne exactement sa décom-
position en facteurs irréductibles dans L{u, ..., ug,t]. La méme chose vaudra pour n’importe
quel produit de ces facteurs (et en particulier pour le polyndme g défini ci-dessous).

Le polynome s est, par construction, totalement invariant par n’importe quelle permutation
o € G4 des &, et notamment par ’action du groupe de Galois G < &, de p. Il s’ensuit
que s est a coefficients dans le corps fixe par GG dans L, c’est-a-dire K ; et plus généralement,
cette remarque prouve que le polyndme g défini par g = [], . (t — Zle U;o(;)) €st aussi a
coefficients dans K (et ¢’est manifestement un facteur de s).

Comme Zle Uio(i) = Z?Zl Uuy-1()&i, on peut encore réécrire s comme s = [[, ., (¢ —
Zle Uq(1&;i), donc s est bien invariant par I’action de &, qui permute les variables uy, . . ., ug.
Pour ce qui est de g, il est pour la méme raison fixé au moins par 1’action de GG. Pour mon-
trer qu’il n’est pas fixé par plus (c’est-a-dire que S, = G exactement), on observe que si un
T € S, laisse ¢ invariant (en agissant par permutation sur les u;), il doit permuter les facteurs
irréductibles de g, et notamment il envoie ¢t — S0 w;& sur t — >0 | w;€,-1(; ce qui prouve
que 7 € G.

Dans Llug, ..., ug,t], on a signalé que les facteurs irréductibles de s sont manifestement
donnés exactement par les t — Zle u;&,(;)- En particulier, celle de h doit €tre donnée par un
sous-ensemble de ces facteurs; quitte 2 permuter les variables u; (ce qui conjudgue le sous-
groupe laissant / invariant), on peut supposer que i comporte le facteur ¢t — » ¢, w;&; (cor-
respondant 2 ¢ = id). On cherche alors a prouver que S, = G. Etant donné que h est a
coefficients dans K, il est invariant par I’action de GG agissant sur les &; : puisque i comporte
le facteur ¢ — Zle u;&;, il est aussi divisible par tous les facteurs ¢ — 2;1:1 uiy (i) avec o € G,
c’est-a-dire que g divise h (dans L[us, ..., ug,t| mais donc aussi dans K[uq, ..., ug,t], ol ces
deux polyndmes vivent). Or h était supposé irréductible (dans K [uq, . .., ug,t]), et tous deux
sont unitaires, donc g = h et 5, = S, = G.

Pour montrer que ceci fournit un algorithme (théorique) de calcul du groupe de Galois,
on constate que les coefficients de s s’obtiennent a partir de ceux de p : on peut par exemple
calculer le polyndme « universel »

d

= H (t—Zuixa(i)> € Zluy, ..., ug,x1,...,Tq, 1]

ceES, =1
qui est totalement symétrique en les x1, . . ., x4 et s’écrit donc comme polyndme (a coefficients
dans Z[uy, . . ., ug, t]) des fonctions symétriques élémentaires X1 = z1 + -+ + 4, ..., g =

x1 -+ - x4 de ces variables : et en substituant (—1)‘a; (les coefficients de p) a ¥; dans T on
obtient précisément le polyndme s. La factorisation de s est alors algorithmique, et donné
n’importe quel facteur irréductible h, il n’y a plus qu’a vérifier quelles permutations des u; le
laissent invariants pour trouver le groupe de Galois de p (a conjugaison pres, mais on ne fera
pas mieux : le groupe de Galois n’est défini qu’a conjugaison pres, correspondant a un choix
arbitraire de 1’ordre des racines).
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Cette méthode est cependant inutilisable en pratique, puisque le polyndome s est de degré
d! en d + 1 variables, ce qui est impossible a gérer au-dela des toutes petites valeurs de d. v

Les exercices suivants demandent quelques connaissances en géométrie et/ou en analyse complexe.

3 (extension icosaédrale). On rappelle que le groupe des isométries directes d’un icosaedre
régulier (ou, dualement, d’un dodécaedre régulier) est le groupe alterné 2; sur cinq éléments.
En déduire qu’il existe une extension C(u) C C(z), ol u est une certaine fonction rationnelle
en I’indéterminée z (et transcendante sur C, c¢’est-a-dire que le corps C(u) qu’elle engendre
est bien isomorphe au corps des fractions rationnelles complexes sur v vue comme une indé-
terminée) qui soit galoisienne de groupe de Galois 5. Pour cela, on pourra voir les sommets
de I'icosaedre comme des points de la sphere de Riemann, et appliquer le lemme d’Artin et le
théoreme de Liiroth.

Corrigé.  Soit G < SO3(R) le groupe des isométries directes laissant invariant un ico-
saédre régulier centré a ’origine (et inscrit dans la sphére unité, pour fixer les idées). On sait?
que G = Us.

Pour fixer les idées, on identifie la sphere unité dans R?® avec la sphere de Riemann par

projecti02n stéréographique standard (le complexe z = a + b est identifié avec le point (‘Zﬁﬁ,
MQQ%, Elg—ﬁ) et oo avec le pdle nord) — I’important étant que 1’identification soit conforme,

1.e., préserve les angles. Notamment, les douze sommets de 1’icosaedre sont identifiés a douze
points de la sphere de Riemann.

Dans ce cas, toute rotation de la sphere (i.e., tout élément de SO3(R)) définit une ap-
plication conforme sur la sphére de Riemann (c’est-a-dire une homographie®). Si on note v
I’application en question, la composition f +— f o~ définit un automorphisme de C(z) (au-
dessus de C) : le groupe SO3(R), et en particulier le groupe G, agit donc par automorphismes
sur C(z), et cette action est évidemment fidele (si I’action d’un élément est triviale, elle est en
particulier triviale sur I’indéterminée z elle-méme, c’est-a-dire que v = id).

On a donc plongé G comme un groupe d’automorphismes sur C(z). Si F est le corps
fixe, le lemme d’Artin assure que ' C C(z) est une extension galoisienne de groupe G, et le
théoréme de Liiroth garantit que F' s’écrit C(u) pour u € C(z) transcendant sur C. C’est tout
ce qui était demandé.

On peut en fait en dire un peu plus : la fonction rationnelle « est, par définition, invariante
sous I’action de (=, donc constante sur chaque orbite de GG sur la sphere de Riemann. Comme
I’orbite générale de G a pour cardinal 60, et que u n’est certainement pas constante, le degré*
de wu est au moins 60 ; et ce n’est pas moins de 60 car [[y(z) (produit sur tous les éléments
de (7) définit un invariant de degré 60. L’indice de ramification de u est alors 5 en chacun des
12 sommets de I’icosaedre, 2 en chacun des milieux des 30 arétes, et 3 en chacun des centres
des 20 faces, et quitte a composer a gauche par une homographie on peut supposer que v vaut
respectivement 0, 1 et oo en ces points, ce qui le détermine completement. Un calcul explicite

(*) La facon standard de voir ce fait est de partitionner les 30 arétes de I’icosaddre en cinq blocs de six arétes, deux arétes étant
dans le méme bloc lorsqu’elles sont paralleles ou orthogonales (sur un dessin c’est plus clair...) : alors une isométrie doit agir
en permutant les blocs et on vérifie facilement sur un systéme quelconque de générateurs qu’on obtient bien le groupe alterné
sur les blocs.

() En fait, SO3(R) = PSUs, non seulement comme groupes abstraits mais aussi pour I’action sur la sphére de Riemann,
ol PSUs est le groupe des matrices 2 X 2 unitaires de déterminant 1, modulo {1}, agissant sur la sphere de Riemann par

a b az+b
c d : = cz+d

(*) Le degré d’un élément de C(z) est le maximum du degré de son numérateur et de son dénominateur réduits, ¢’est-a-dire le
nombre d’antécédents d’un complexe suffisamment général par cette fraction.

(sous-groupe du groupe PG L2 (C) de toutes les homographies, donc).
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1728 2% (210 + 112° — 1)°

(220 — 228215 + 494210 4 22825 + 1)
de I’icosaedre (ce n’est pas aussi difficile qu’il y parait : cf. le livre de Jerry Shurman, The

Geometry of the Quintic chapitres 2-3). v

est alors possible : u = —

5 pour un placement standard

4 (probleme de Galois inverse pour C(z)). On se propose de démontrer que tout groupe
fini est le groupe de Galois d’une extension (galoisienne finie) de C(z).

Soit G' un groupe fini, d’ordre n, et g; = 1,..., g, ses éléments. On considere 1’ensemble
E des données t = (t1,...,t,) suivantes : pour chaque i € {1,...,n}, une fonction t; méro-
morphe sur C\ [1; n| (ou [1; n| désigne I'intervalle fermé réel ayant ces bornes), a croissance au
plus polynomiale a 'infini (¢’est-a-dire |¢;(2)| = O(|z|*) pour un certain k lorsque |z| — +00)
ainsi qu’en tout point du bord (c’est-a-dire |t;(z — ¢)| = O(|z — ¢|7%) lorsque z — ¢ avec
¢ € [1;n]), et vérifiant de plus la condition de compatibilité suivante : pour chaque triplet
(i, 7, k) tel que g;g; = gi dans G, la fonction ¢; restreinte au demi-plan supérieur {z: 3z > 0}
et la fonction tj, restreinte au demi-plan inférieur {z: 3z < 0} se prolongent en une fonction
méromorphe commune sur un voisinage de |j — 1; j[ dans le plan complexe (lorsque j = 1,
bien sir, cette condition est automatique).

(a) Expliquer pourquoi E est un corps (I’addition et la multiplication étant données par
les opérations terme a terme sur les ¢;). On montrera notamment que si un quelconque des t;
associés aunt € E est nulle (ou simplement nulle sur un ouvert non vide) alors tous les ¢; sont
nuls.

(b) On plonge C(z) dans E en identifiant une fonction rationnelle h € C(z) avec le n-
uplet (h, ..., h) ou chaque composante est la fonction h elle-méme (vue comme une fonction
méromorphe sur C, donc a fortiori sur C\ [1; n]). Expliquer pourquoi ce plongement est correct
(définit bien un élément de E£).

(c) On fait agir G sur E en posant g - (t1,...,t,) = (t},...,t)),out, =ty si gy = gg; :
expliquer pourquoi cette action a un sens. Expliquer pourquoi le corps fixe de £ par G est
exactement C(z2).

(d) On admet® 1e fait suivant : pour touti € {2,...,n},ilexiste t € F tel que ¢;(0) # ¢1(0).
Montrer alors que E est bien une extension de C(z) galoisienne de groupe de Galois G.

Corrigé.  (a) Le fait que E soit un anneau ne pose pas de difficulté (c’est un sous-anneau
du produit de n copies de I’anneau des fonctions méromorphes sur C \ [1; n)).

Par ailleurs, si un certain ¢ € E vérifie ¢; = 0 (il suffit bien slir que ¢; s’annule sur un
certain ouvert non vide dans C \ [1;n], ce dernier étant connexe) alors ¢, = 0 pour tout k
puisque des que g;g; = gi les fonctions ¢; et ¢, sont réputées €tre prolongeables en une fonction
méromorphe commune — qui doit donc étre nulle — sur un certain ouvert contenant |j — 1; j[.
On a donc prouvé que pour tout ¢ € £ non nul aucune des fonctions ¢; n’est nulle, donc ¢ est
inversible. Bref, E est bien un corps.

(b) Une fonction rationnelle h € C(z) a croissance polynomiale en tout point complexe,
ainsi qu’a I'infini. Par ailleurs, les conditions de recollement sont évidentes, donc (h, ..., h)
définit bien un élément de £. Et comme les opérations sur £ sont définies terme a terme, on a
bien plongé ainsi C(z) dans E.

(c) 11 s’agit de vérifier que les conditions de compatibilité sont encore vérifiées par (t/, . . .,
t)sig-t =1t avect € E.Orsig,g; = gy dans G, on a gg,g; = ggx, ¢ est-a-dire g;g; = g ol

() 11 s’agit d’une conséquence du théoréme de séparation de Riemann (sur toute surface de Riemann — compacte —, les
fonctions méromorphes séparent les points). Reconnaissons que, dans ce cas, ¢’est un peu une pétition de principe, puisque
toute la difficulté du résultat est cachée dans ce fait admis.
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g = ggi et g = ggy : ainsi, t; = ¢, et tj = ) se prolongent bien, au voisinage de |j — 1; j],
en une fonction méromorphe commune.

Par ailleurs, il s’agit bien d’une action car sit € E et g,h € G,on a (hg) -t = t” ou
ty = tpge (ici on a identifié de fagon évidente 1’élément g; de G avec son indice 7) et c’est bien
h-(g-t).

Enfin, sit € E est fixe par G, tous les ¢; sont égaux, donc définissent une unique fonction
méromorphe sur C \ {1,...,n}. Mais les conditions de croissance polynomiale aux points
¢ € {1,...,n} prouvent que cette fonction est prolongeable en une fonction méromorphe
encore en ces points (en effet, quitte a multiplier par une puissance suffisante de z — c la
fonction devient bornée au voisinage de ¢, donc holomorphe sur un voisinage de ce point), i.e.,
elle n’a pas de singularité essentielle. Et comme elle n’a pas non plus de singularité essentielle
a I’infini complexe (de méme car elle y a une croissance polynomiale), le théoréeme de Liouville
montre qu’elle est rationnelle : soit t € C(z).

(d) Le fait admis garantit que G agit fidelement sur F (sit1(0) # t;(0) alors g; ne laisse pas
t fixe). C’est-a-dire que GG peut étre considéré comme un sous-groupe du groupe de automor-
phismes du corps £. Comme le corps fixe est C(z), le lemme d’ Artin assure que C(z) C E est
une extension galoisienne de groupe G. v

Remarque : Le principe utilisé dans ce dernier exercice est de construire — sans le dire — un revétement ramifié de la

sphere de Riemann ayant {1, ..., n} pour points de ramification et groupe de Galois G, et le corps F est simplement le corps
des fonctions méromorphes sur ce revétement.



