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1. Pour chacune des extensions algébriques finies suivantes, déterminer si elle est séparable
ou non, normale ou non, galoisienne ou non. Lorsque l’extension est galoisienne, donner son
groupe de Galois. (1) R ⊆ C, (2) Q ⊆ Q(

√
2), (3) Q ⊆ Q( 3

√
2), (4) Q(j) ⊆ Q( 3

√
2, j)

(où j est une racine primitive cubique de l’unité), (5) Q ⊆ Q(j), (6) Q ⊆ Q( 3
√

2, j),
(7) Fp ⊆ Fpd (p étant un nombre premier, et d un naturel non nul), (8) C(t) ⊆ C(t1/`)
où ` est un nombre premier quelconque, (9) Fp(t) ⊆ Fp(t

1/p), (10) Fp(t) ⊆ Fp(t
1/`) où `

est un nombre premier strictement supérieur à p.

Corrigé. Tout d’abord, n’importe quelle extension algébrique finie K ⊆ L en caracté-
ristique zéro, ou bien dont le corps K est parfait, est séparable. Les extensions (1) à (8) sont
donc séparables (et elles sont alors normales si et seulement si elles sont galoisiennes).

L’extension (1) peut s’écrire commeC = R(i), corps de rupture de t2+1 ∈ R[t], au-dessus
de R. Mais dès lors que t2 + 1 a acquis une racine, i, il est totalement décomposé, c’est-à-dire
que son autre racine −i, est également dans C, donc l’extension est normale. (On peut aussi
simplement dire queC est la clôture algébrique deR, donc évidemment normale.) Le groupe de
Galois est Z/2Z, l’unique élément non trivial, σ, envoyant a+ib sur a−ib (c’est la conjugaison
complexe).

L’extension (2) est également normale : quand on rompt le polynôme t2 − 2 en lui adjoi-
gnant une racine

√
2 sur Q, on lui adjoint du même coup son autre racine, −√2. Le groupe de

Galois Gal(Q(
√

2)/Q) est Z/2Z, l’unique élément non trivial envoyant a + b
√

2 sur a− b
√

2.
L’extension (3), en revanche, n’est pas normale : le polynôme t3 − 2 admet dans Q( 3

√
2)

la racine 3
√

2, mais il n’est pas pour autant complètement décomposé : sinon, le rapport entre
deux racines serait une racine primitive cubique de l’unité, j, et j n’appartient pas àQ( 3

√
2) (par

exemple parce que j, vérifiant j2 = −1 − j, est de degré 2 sur Q, donc ne peut pas appartenir
à Q( 3

√
2) qui est de degré 3 sur Q). L’extension (4), elle, est normale : on a adjoint du même

coup les trois racines, 3
√

2, j 3
√

2 et j2 3
√

2, de t3 − 2. Le groupe de Galois est Z/3Z, engendré
par l’automorphisme envoyant a + b 3

√
2 + c 3

√
4 (avec a, b, c ∈ Q(j)) sur a + jb 3

√
2 + j2c 3

√
4.

L’extension (5) est normale, de nouveau car toute extension quadratique est normale (quand un
polynôme de degré 2 admet une racine, il est complètement décomposé) ; son groupe de Galois
est Z/2Z, l’élément non trivial envoyant j sur j2.

L’extension (6) est normale car elle est le corps de décomposition de (t2 + t + 1)(t3 − 2)
sur Q. Son groupe de Galois est de cardinal 6 (puisque l’extension est de degré 6, admettant
1, j, 3

√
2, j 3

√
2, j2, j2 3

√
2 pour base sur Q) ; or on y a déjà trouvé un élément τ d’ordre 3, qui

fixe j et j2 et envoie 3
√

2 sur j 3
√

2 et 3
√

4 sur j2 3
√

4, et un élément σ d’ordre 2, qui fixe 3
√

2
et 3
√

4 et qui envoie j sur j2 ; ces éléments vérifient τσ = στ 2, donc le groupe de Galois est
Gal(Q( 3

√
2, j)/Q) ∼= S3 (les six éléments étant 1, σ, τ, στ, τ 2, στ 2).

L’extension (7) est normale (Fpd est le corps de décomposition de tp
d − t sur Fp) et

son groupe de Galois est engendré par le frobenius Fr: x 7→ xp, qui est d’ordre d, donc
Gal(Fpd/Fp) ∼= Z/dZ.

L’extension (8) est normale, étant le corps de décomposition de u` − t ∈ C(t)[u] : en ef-
fet, dès que ce polynôme acquiert une racine, t1/`, il acquiert toutes ses racines t1/`, ζt1/`, . . . ,
ζ`−1t1/`, où ζ ∈ C est une racine primitive `-ième de l’unité. Le groupe de Galois de l’exten-
sion, Gal(C(t1/`)/C(t)), est d’ordre `, donc c’est le groupe cyclique d’ordre ` engendré par
l’élément σ: t1/` 7→ ζt1/`.

L’extension (9) n’est pas séparable. En effet, l’élément t1/p a pour polynôme minimal up−
t ∈ Fp(t)[u], qui n’est pas séparable. Elle est, en revanche, normale, puisque c’est le corps de
décomposition du polynôme en question.

Enfin, l’extension (10) est séparable parce que t1/` a un polynôme minimal séparable sur
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Fp(t), mais elle n’est pas normale car le polynôme en question, u`− t, n’est pas complètement
décomposé (sinon une racine `-ième de l’unité serait dans Fp(t), donc dans Fp, et ce n’est pas
le cas lorsque ` > p est premier). X

Rappel no1 : Si p ∈ Z[t] et si q, r ∈ Q[t] sont unitaires et vérifient p = qr alors en fait q, r ∈ Z[t]. (Démonstration :
soient M et N les plus petits entiers possibles tels que Mq ∈ Z[t] et Nr ∈ Z[t], et on cherche à prouver que MN = 1 ; or
s’il existe un facteur premier `|MN alors la réduction de Mq dans F`[t] n’est pas nulle puisque M est minimal, et de même
la réduction de Nr n’est pas nulle, donc la réduction de MNqr = MNp n’est pas nulle, ce qui contredit le fait que ` divise
MN donc chaque coefficient de MNp. Cela peut aussi se voir d’après l’algorithme de division euclidienne de polynômes.)

Rappel no2 : Si p(t) = t3 + bt+ c ∈ k[t] est un polynôme de degré 3 centré, avec k un corps quelconque, et si ξ1, ξ2, ξ3

sont les racines de p, dans une clôture algébrique k̄ de k, comptées avec multiplicités, alors le discriminant ∆ = −4b3 − 27c2

de p vaut δ2 où δ = (ξ2 − ξ1)(ξ3 − ξ1)(ξ3 − ξ2). (Une façon fastidieuse — mais simple — de le voir est de développer
complètement ∆ = δ2 et d’utiliser ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0, ξ1ξ2 + ξ1ξ3 + ξ2ξ3 = b et ξ1ξ2ξ3 = −c.)

2. Déterminer le groupe de Galois des équations suivantes (c’est-à-dire du corps de décom-
position du polynôme qui les définit) sur Q : (a) t3 − 2t + 1 = 0, (b) t3 + t + 1 = 0,
(c) t3 − 6t + 1 = 0, (d) t3 − 12t + 8 = 0.

Corrigé. (a) Le polynôme p(t) = t3 − 2t + 1 se factorise sur Q comme p(t) = (t −
1)(t2+t−1). Par conséquent, son corps de décomposition est celui de t2+t−1, soitQ(

√
5). Le

groupe de Galois Gp est donc cyclique d’ordre 2 avec pour élément non trivial l’automorphisme
envoyant

√
5 sur −√5.

(b) Le polynôme p(t) = t3 +t+1 ∈ Z[t] n’a pas de racine dans F2 donc est irréductible sur
F2 (un polynôme réductible de degré 3 se décompose comme produit d’un polynôme de degré
2 et d’un polynôme de degré 1, donc il doit avoir une racine) donc sur Z donc sur Q (cf. le
rappel no1 ci-dessus). Le groupe de Galois Gp (du corps de décomposition) de ce polynôme
opère donc transitivement sur les trois racines de p(t) dans Q̄ ; or il n’y a que deux sous-
groupes de S3 qui opèrent transitivement, à savoir S3 tout entier et Z/3Z. Comme p(t) a une
unique racine réelle, donc deux racines complexes conjuguées (c’est-à-dire que sur R il se
factorise comme produit d’un polynôme de degré 2 et d’un polynôme de degré 1), il existe un
élément d’ordre 2 dans le groupe de Galois (sur R, la conjugaison complexe), et ceci montre
que Gp

∼= S3.
(c) Le polynôme p(t) = t3− 6t + 1 ∈ Z[t] n’a pas de racine dans Z (soit parce qu’il n’en a

pas dans F7, soit parce que tout facteur premier d’une telle racine devrait diviser le coefficient
constant 1, donc la racine ne peut être que 1 ou −1 et il n’y en a pas) donc comme pour la
question précédente il est irréductible sur Q. De nouveau, on veut trouver un élément d’ordre
2 dans le groupe de Galois. Mais cette fois on ne peut pas simplement utiliser la conjugaison
complexe (elle agit trivialement puisque les trois racines de p sont réelles). On pourrait travailler
en réduisant modulo 5 (i.e., faire jouer à «Q5 » le rôle deR dans la méthode précédente, puisque
p a une unique racine, 3, dans F5), mais on va plutôt faire autrement. Appelons ξ1, ξ2, ξ3 les trois
racines réelles de p (dans un ordre quelconque), et soit δ = (ξ2− ξ1)(ξ3− ξ1)(ξ3− ξ2). D’après
le rappel no2, on a ∆ = δ2 = −4×(−6)3−27×12 = 27×31, qui n’est pas un carré dansQ. Par
conséquent, Q(δ) est une extension de Q de degré exactement 2 contenue dans Q(ξ1, ξ2, ξ3),
donc [Q(ξ1, ξ2, ξ3) : Q] = 6 et le groupe de Galois est de nouveau S3.

(d) Le polynôme p(t) = t3 − 12t + 8 ∈ Z[t] n’a pas de racine dans F5 donc, comme
précédemment, est irréductible sur Q. Appelons ξ1, ξ2, ξ3 les trois racines réelles de p avec
ξ1 < ξ2 < ξ3, et soit δ = (ξ2 − ξ1)(ξ3 − ξ1)(ξ3 − ξ2). D’après le rappel no2, on a δ2 =
−4× (−12)3− 27× 82 = 5 184 = 722 et comme δ > 0 (vu l’ordre choisi sur les racines) c’est
que δ = 72 ∈ Q. Il n’y a donc pas d’élément du groupe de Galois Gp de p qui échange ξ1 et ξ2

en laissant ξ3 fixe, car un tel automorphisme transformerait δ en −δ, ce qui n’est pas possible
(Q doit rester fixe). X
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3 (indépendance linéaire des caractères). Soit Γ un groupe et E un corps. On suppose que
χ1, . . . , χn sont des homomorphismes Γ → E× deux à deux distincts. Montrer que χ1, . . . , χn

sont linéairement indépendants, sur E, en tant qu’applications Γ → E. Pour cela, on pourra
partir d’une relation de dépendance linéaire sur un nombre n aussi petit que possible, et montrer
(en utilisant le fait que χ1(z) 6= χ2(z) pour un certain z ∈ Γ ) qu’on peut la réduire encore d’un.

Corrigé. Supposons qu’on ait a1χ1(x) + · · · + anχn(x) = 0 (pour tout x ∈ Γ ) avec
a1, . . . , an ∈ E non tous nuls et n aussi petit que possible. Manifestement, n n’est pas 1
(puisque χ1(1) = 1). Il existe z ∈ Γ tel que χ1(z) 6= χ2(z). Alors a1χ1(xz) + · · · +
anχn(xz) = 0 donne (en divisant par χ1(z), qui est non nul) a1χ1(x) + a2

χ2(z)
χ1(z)

χ2(x) + · · · +
an

χn(z)
χ1(z)

χn(x) = 0, et ce, pour n’importe quel x ∈ Γ . En soustrayant à la relation initiale, on

trouve a2

(
χ2(z)
χ1(z)

− 1
)

χ2(x) + · · · + an

(
χ2(z)
χ1(z)

− 1
)

χn(x) = 0 (toujours pour tout x ∈ Γ ),

avec a2

(
χn(z)
χ1(z)

− 1
)
6= 0. C’est-à-dire qu’on a diminué de 1 le nombre de caractères en relation

linéaire, une contradiction à la minimalité. X

4 (la trace). Soit K ⊆ L une extension algébrique finie de corps. On appelle trace de L sur
K, et on note trL/K , l’application qui à un x ∈ L associe la trace (au sens des applications
K-linéaires) de la multiplication par x, soit y 7→ xy, de L dans L.

(0) Montrer que trL/K : L → K est K-linéaire.
(1) Quelle est la trace sur R de a + ib ∈ C ?
(2) Si x ∈ K et que d = [L : K], que vaut trL/K(x) ?
(3) Si L ⊆ E est une autre extension algébrique finie, montrer que trE/K = trL/K trE/L.

(On pourra chercher à trouver une base de E sur K en fonction d’une base de E sur L et d’une
base de L sur K.)

(4) Si x ∈ L, comment exprimer trL/K(x) en fonction de son polynôme minimal µx ? (On
pourra faire intervenir d = [L : K] et δ = degK x = deg µx.)

(5) Si K ⊆ L est finie galoisienne de groupe G = Gal(L/K), montrer que trL/K(x) =∑
σ∈G σ(x).

(6a) Si K ⊆ L n’est pas séparable, montrer que trL/K = 0 identiquement (on pourra
se ramener à une extension de la forme K(z1/p) avec z ∈ K et p la caractéristique). (6b) Si
L/K est séparable, montrer que trL/K n’est pas identiquement nulle (en se ramenant à K ⊆ L
galoisienne et en utilisant l’exercice 3). (6c) Toujours lorsque K ⊆ L est séparable, montrer
que B(x, y) = trL/K(xy) définit une forme K-bilinéaire symétrique non dégénérée sur L.

Corrigé. (0) L’application L → HomK(L, L) envoyant x sur l’application y 7→ xy de
multiplication par x est K-linéaire, et la trace HomK(L,L) → K est K-linéaire.

(1) Sur la base 1, i de C sur R, la multiplication par i a une matrice de diagonale nulle,
donc trC/R(i) = 0, tandis que la multiplication par 1 est l’identité, donc de trace trC/R(1) = 2
(voir aussi la question suivante). Par R-linéarité (question précédente), on a trC/R(a+ ib) = 2a.

(2) L’identité sur L, c’est-à-dire la multiplication par 1, a pour trace trL/K(1) = d =
dimK L = [L : K]. Il s’ensuit par K-linéarité que trL/K(x) = dx pour tout x ∈ K.

(3) Si x1, . . . , xd est une K-base de L et y1, . . . , ye une L-base de E, alors x1y1, . . . , xdy1,
x1y2, . . . xdye est une K-base de E (en effet, tout élément t de E s’écrit de façon unique comme∑n

i=1 tiyi avec ti ∈ L, et chacun des ti s’écrit de façon unique comme
∑d

j=1 tijxj avec tij ∈ K,
d’où l’écriture unique t =

∑
i,j tijxjyi). Si t ∈ L, la matrice de multiplication par t dans

cette base s’écrit par blocs en remplaçant, dans la matrice de multiplication par t dans la L-
base y1, . . . , ye de E, chaque entrée a par la matrice de multiplication par a dans la K-base
x1, . . . , xd de L. On voit donc que la trace de t sur K, somme des coefficients diagonaux
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de cette matrice, est la somme des traces sur K des coefficients diagonaux de la matrice de
multiplication par t sur L, c’est-à-dire trE/K(t) = trL/K(trE/L(t)).

(4) Le polynôme minimal µx de x sur K (c’est-à-dire l’unique polynôme unitaire irré-
ductible qui annule x) est manifestement égal au polynôme minimal de la multiplication par
x (en tant qu’endomorphisme du K-espace vectoriel L). Si δ = degK x = deg µx est égal à
d = [L : K] = dimK L alors ce polynôme minimal est le polynôme caractéristique (de la
multiplication par x) donc la trace se lit comme l’opposé du coefficient de degré d − 1 (on
a choisi le polynôme unitaire). Sinon, en introduisant F = K(x) le corps engendré par x
sur K, on a d = cδ où c = [L : F ] et δ = [F : K], et d’après les questions précédentes,
trL/K(x) = c trF/K(x) et on est ramené au cas qu’on vient de traiter.

(5) Soit µx le polynôme minimal de x sur K. Sur L, on peut factoriser µx(t) =
∏

σ(x)(t−
σ(x)) où σ(x) parcourt tous les conjugués (distincts) de x. Si δ = degK x = card{σ(x)} et
d = [L : K], alors chaque σ(x) est atteint pour c = d/δ valeurs σ différentes dans G =
Gal(L/K) (on a un groupe G d’ordre d qui agit transitivement sur l’ensemble de cardinal δ
des conjugués de x). Comme trL/K(x) = c

∑
σ(x) σ(x) (somme sur des conjugués distincts)

d’après la question précédente, on a bien trL/K(x) =
∑

σ∈G σ(x).
(6a) Soit K ⊆ L une extension qui n’est pas séparable : il existe alors x ∈ L qui n’est

pas séparable sur K, et comme on a vu que trL/K = trK(x)/K trL/K(x), il suffit de prouver que
trK(x)/K = 0 identiquement, c’est-à-dire qu’on peut supposer L = K(x). Par ailleurs, en notant
p la caractéristique, toujours comme trK(x)/K = trK(xp)/K trK(x)/K(xp), et l’inséparabilité nous
assure que K(x)/K(xp) est bien une extension de degré p (le polynôme minimal de x n’a
des coefficients non nuls que dans les degrés multiples de p), bref, on est ramené au cas où
z = xp ∈ K et l’extension L est K(z1/p). Or dans ce cas, en écrivant explicitement la matrice
de la multiplication par xi = zi/p dans la base 1, x, . . . , xp−1 de L sur K, on voit clairement
que la trace est identiquement nulle, y compris pour i = 0 (car p est la caractéristique).

(6b) Si K ⊆ L est séparable, on peut trouver1 une extension galoisienne finie E de K
contenant L. Puisque trE/K = trL/K trE/L, il suffit de montrer que trE/K est non nulle, bref,
on peut supposer L galoisienne sur K. Enfin, le fait que dans ce cas la trace trL/K n’est pas iden-
tiquement nulle découle de l’indépendance linéaire des caractères (exercice 3) : si

∑
σ∈G σ(x)

était nul pour tout x ∈ L, cela représenterait une relation de dépendance linéaire entre tous les
σ ∈ G vus comme des applications L× → L.

(6c) Manifestement, B est une forme K-linéaire symétrique L × L → K. Il s’agit de
prouver que si x ∈ L n’est pas nul alors B(x, ·): L → K est une forme linéaire non nulle. Or
si on avait trL/K(xy) = 0 pour tout y, on aurait trL/K(z) = 0 pour tout z (puisque x 6= 0 donc
tout z ∈ L s’écrit de la forme xy), et on vient de voir que ceci n’est pas le cas. X

5 (la norme). Soit K ⊆ L une extension algébrique finie de corps. On appelle norme de
L sur K, et on note NL/K , l’application qui à un x ∈ L associe le déterminant (au sens des
applications K-linéaires) de la multiplication par x, soit y 7→ xy, de L dans L.

(0) Montrer que NL/K : L → K est multiplicative, i.e., NL/K(xy) = NL/K(x) NL/K(y) si
x, y ∈ L. À quelle condition a-t-on NL/K(x) = 0 ?

(1) Quelle est la norme sur R de a + ib ∈ C ?
(2) Si x ∈ K et que d = [L : K], que vaut NL/K(x) ?
(3) Si L ⊆ E est une autre extension algébrique finie, montrer que NE/K = NL/K NE/L.
(4) Si x ∈ L, comment exprimer NL/K(x) en fonction de son polynôme minimal µx ? (On

pourra faire intervenir d = [L : K] et δ = degK x = deg µx.)

(1) Par exemple en prenant la composée de toutes les images d’un plongement de L dans une clôture algébrique de K au-dessus
de K. Ou bien en prenant le corps de décomposition des polynômes minimaux de générateurs de L au-dessus de K.
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(5) Si K ⊆ L est finie galoisienne de groupe G = Gal(L/K), montrer que NL/K(x) =∏
σ∈G σ(x).

(6) Montrer que si K est un corps admettant une extension algébrique de degré d, où d est
un certain entier naturel, alors il existe un polynôme N(u1, . . . , ud) homogène de degré d en d
variables dont le seul zéro est le zéro trivial (l’origine). Donner un exemple de forme cubique
(=polynôme homogène de degré 3) en trois variables sur F7 qui ne s’annule qu’en (0, 0, 0).

Corrigé. (0) La multiplicativité de la norme vient du fait que la multiplication par xy est
la composée de la multiplication par x et de celle par y et de la multiplicativité du déterminant.
On a bien sûr NL/K(0) = 0, mais, réciproquement, si x ∈ L est de norme 0, la multiplication
par x n’est pas bijective, or ceci ne peut se produire (puisque L est un corps) que pour x = 0.

(1) Sur la base 1, i de C sur R, la multiplication par a + ib a la matrice
(

a b
b −a

)
, dont le

déterminant est NC/R(a + ib) = a2 + b2.
(2) Si x ∈ K, alors la multiplication par x est une homothétie sur L vu comme K-espace

vectoriel de dimension d, donc son déterminant est NL/K(x) = xd.
(3) Si x1, . . . , xd est une K-base de L et y1, . . . , ye une L-base de E, alors x1y1, . . . , xdy1,

x1y2, . . . xdye est une K-base de E (en effet, tout élément t de E s’écrit de façon unique
comme

∑n
i=1 tiyi avec ti ∈ L, et chacun des ti s’écrit de façon unique comme

∑d
j=1 tijxj

avec tij ∈ K, d’où l’écriture unique t =
∑

i,j tijxjyi). Si t ∈ L, la matrice de multiplication
par t dans cette base s’écrit par blocs en remplaçant, dans la matrice de multiplication par t
dans la L-base y1, . . . , ye de E, chaque entrée a par la matrice de multiplication par a dans la
K-base x1, . . . , xd de L. On voit donc que la norme de t sur K, déterminant de cette matrice,
est le produit des déterminants des deux matrices dont elle est produit tensoriel, c’est-à-dire
NE/K(t) = NL/K(NE/L(t)).

(4) Le polynôme minimal µx de x sur K (c’est-à-dire l’unique polynôme unitaire irré-
ductible qui annule x) est manifestement égal au polynôme minimal de la multiplication par
x (en tant qu’endomorphisme du K-espace vectoriel L). Si δ = degK x = deg µx est égal à
d = [L : K] = dimK L alors ce polynôme minimal est le polynôme caractéristique (de la mul-
tiplication par x) donc la trace se lit comme (−1)d fois le coefficient constant (on a choisi le po-
lynôme unitaire). Sinon, en introduisant F = K(x) le corps engendré par x sur K, on a d = cδ
où c = [L : F ] et δ = [F : K], et d’après les questions précédentes, NL/K(x) = NF/K(x)c et
on est ramené au cas qu’on vient de traiter.

(5) Soit µx le polynôme minimal de x sur K. Sur L, on peut factoriser µx(t) =
∏

σ(x)(t−
σ(x)) où σ(x) parcourt tous les conjugués (distincts) de x. Si δ = degK x = card{σ(x)} et
d = [L : K], alors chaque σ(x) est atteint pour c = d/δ valeurs σ différentes dans G =
Gal(L/K) (on a un groupe G d’ordre d qui agit transitivement sur l’ensemble de cardinal δ
des conjugués de x). Comme NL/K(x) = (

∏
σ(x) σ(x))c (somme sur des conjugués distincts)

d’après la question précédente, on a bien NL/K(x) =
∏

σ∈G σ(x).
(6) Soit L une extension de degré d de K. En introduisant une base ω1, . . . , ωd de L sur K,

le polynôme N(u1, . . . , ud) = NL/K(u1ω1 + · · · + udωd) est homogène de degré d, et on a vu
qu’il ne s’annulait qu’en 0.

À titre d’exemple, dans F7, l’élément 2 n’est pas un cube (car on vérifie très facilement
que 1 et −1 sont les seuls cubes), c’est-à-dire que F7(

3
√

2) = F73 (est une extension de degré 3
de F7). Si on introduit la norme de cette extension, qui en u0 +u12

1/3 +u22
2/3 vaut u3

0 +2u3
1 +

4u3
2 + u0u1u2 : ce polynôme des trois variables u0, u1, u2 ne s’annule qu’en (0, 0, 0) dans F7.
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