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1. On considere le sous-groupedeG L, (R) engendré par les matrices de permutation et les
matrices de changement de signe sur un nombre pair de coordonnées. On le fait agir naturelle-
ment sur les fonctions polynomiales. Montrer que la sous-algebre des fonctions polynomiales
invariantes pa€: est une algebre de polynémes et déterminer explicitement un systéme basique
d’invariants.

Corrigé. Montrons queG est engendré par des réflexions, ce qui permettra d’affirmer
que lalgébrek(zy, ..., x,]¢ des polyndmes invariants pér est une algébre de polyndmes :
or manifestement; est engendré par les transpositions entre deux coordonnées, d’'une part, et
d’autre part par les changements de signe sur deux coordonnées. Les premiéres sont bien des
réflexions, et les secondes n’en sont pas, mais elles sont composées de la transposition entre
les deux coordonnées et la transposition avec changement de signe, et on a la deux réflexions
(dansG). Si on prefere(s est engendré par les réflexions par rapport aux hyperplaasz;
etz; = —x; pour (i, j) parcourant tous les couples d'éléments distinct§lde. ., n}.

Reste a trouver explicitement un systeme basique d’invariants. Nétons. , ¥, les fonc-
tions symétriques élémentaires non pas sur les coordonnees, z,, elles-mémes mais sur
leurs carréssy, ..., x : autrement dit, on pos&; = x7 +--- + ) etWy = Y. (w2;)° et
ainsi de suite jusqu'&,, = (1 - - - x,,)?. Notons quel,, est le carré d&,, = x; - - - x,,. Remar-
quons que l'algébre de polynémes engendréerpar. . , 22 est l'algébrek[z,, . . ., x,]#/?2)"
des polynémes (en,, ..., x,) invariants par changement de signe sur un nombre quelconque
de coordonnées, et que par conséquent I'algébre de polyndmes engendbge parl,, est
l'algébre k[z,, ..., 2, des polyndmes invariants par toute permutation des coordonnées et
tout changement de signe d’un nombre quelconque d’entre eux (on agpédlsous-groupe
deGL,(R) entendré par les matrices de permutation et les matrices de changement de signe sur
un nombre quelconque de coordonnées). On a certaingipent. ., x,]¢ C k[z,, ..., ,]%,
et on va montrer qu&[zy,...,r,]% = k[¥,,..., ¥, ;,3,]. Comme chaqu#;, et aussi,,
sont invariants pafs, une inclusion est claire.

Si f € klxy,...,2,]¢ (autrement dit, sif est un polynéme en, ...z, invariant par
permutation quelconque des variables ou par changement de signe sur un nombre pair d’entre
elles), appelong le polyndme obtenu en remplacantpar —z; dansf. On vérifie quef est
encore invariant pafs : c’est tout a fait évident pour un changement de signe sur un nombre
pair de coordonnées, et pour ce qui est d’'une permutation d’entre elles on remarque que quitte
a changer éventuellement le signe de deux coordonnge Celle en laquelle elle a été per-
mutée) on se rameéne effectivemenf.aPar conséquent,, = %(f + fletf. = %(f - f)
sont encore dangz,, ..., z,]“; on peut les appeler partie paire et partie impairg despec-
tivement. La premiére est da$r,, ..., z,]" ; la seconde change de signe si on change de
signe I'une quelconque des variables, autrement dit, il s’agit d’'un polyndme impair en chaque
variable, donc multiple de chacune d’elles, donc cette partie impaire est multiplg, ot
le quotienth est dans:[z1, ..., z,]%. On a ainsi montré que tout élémehtek[zy, ..., z,]¢
s’écrit de fagon unique commyg +hY,, avecf, eth dansk[z,, ..., z,]¢ (et, qui plus est, uni-
quement définis : si on préferex,, . . ., 2,]“ est un module libre de rargsurk[z1, . .., z,]%
avec pour basél, ¥,,}). Puisquék[zy, . .., 2,]% = k[¥y,..., ¥, ] (etcommel, = ¥2), onen
déduitk[zy, ..., z,]9 = k[¥y,..., ¥, 1, %,], ce qui répond a la question posée (on a trouvé
n générateurs de l'algébre intégkér,, ..., x,]¢ dont le corps des fractions(x, ..., x,)"
est de degré de transcendamcelonc ces générateurs sont bien algébriqguement indépendants
surk).

On peut vérifier que le produit des degrés®e..., ¥, 1,3, est2 x 4 x --- x 2(n —

1) x n = 2" ! nl, qui est bien le cardinal d€, et la somme des degrés diminuésidest
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143+ -+ (2n—3)+ (n—1) = n(n — 1), qui est bien le nombre de réflexions dangl y
ain(n — 1) hyperplans de la forme; = z; et autant de la forme; = —x;). v

2. Soitg = 1(1++/5) le nombre d’or ed = Z[¢]. On considére uik* euclidien dont le pro-
duit scalaire sera not&|y) et la base orthonormée stand@eg; ;. PosondD, = {+¢; £ ¢, :
i # j} (ensemble de cardin@i) et soitS I'ensemble desy € R* tels que|al? = 2 et
(a|8) € A pourtouts € Dy. Quel est le cardinal d&? A-t-on(«|3) € A pourtousy, 3 € S?
On considére une partie maximatg, de S ayant la propriété quév|3) € A pour tous
a, 8 € Hy. Montrer que son cardinal est au plL). Montrer queH, est stable par réflexion
par rapport a I'orthogonal de tout élément Hg. Montrer queH, a pour cardinal exacte-
ment120.
Corrigé.  On peut écrireS = {aje; + ageg + azez + asey : a3 + a3+ a3 +al =2 etVi, j
a; £ a; € A}. Manifestement on doit donc avaif € %A pour chaque. En posant; = b;+c;¢
oub;, c; € %Z, on voit que le$; doivent étre tous entiers ou tous de partie fractionn?i&i de
méme pour les;. Commea? = b? + ¢ + ¢;(2b; + ¢;)¢, on énumere facilement explicitement
les éléments dB : ce sont tous les éléments obtenus par permutation et changements de signe
des coordonnées a partir de

1= €1 + €

g— 1(1 — ¢)(61 + €2 + 63) + %(1 + ¢)64

Q3= —(61 + €9 —+ 63) + (Qb — %)64

ay= 50(e1 + €2+ €3) + (%Cb —1)es
soit24 + 64 + 64 + 64 = 216 éléments. Manifestement,si désigne I'élément obtenu a partir
dea € S en changeant le signe de la premiére composanten a(aja’) = 2 — 2a? donc
(ala’) € Aimpliquea? € L A, ce quin’est pas le cas pou, a;, ay Ci-dessus ; donc une partie
deS telle que(«|3) € A poura, § quelconques ne peut comporter qu’au plus la moitié des
permutations signées sug, as, ay, Soit au plu4 + 32 + 32 + 32 = 120 éléments.

Soit maintenanH, une partie de&S maximale pour la propriété quer|s) € A lorsque
a, B sont dedans. Si, 3 € H, alors par définition on a encore— («|3)3 € S (noter que
sg(a) = a — («|B)p est la réflexion dex par rapport a I'orthogonal dg). Et cet élément
v = a — (a|B)5 a encore la propriété que|d) € A pour touté € H, puisquen et 3 ont cette
propriété : donc par maximalité € H,, ce qui prouve la stabilité voulue.

D’autre part,H, © D, par maximalité deH, et par définition de5. En particulier, la
symeétrie par rapport a I'orthogonal de takt; + ¢; préservdl,, donc (cf. exercice précédent)
toute permutation des coordonnées avec changement de signe sur un nombre pair d’entre elles
doit préserveH,. Donc le cardinal d&l, est exactemer4 + 32 + 32 + 32 = 120, et on peut
prendre par exempH, = D, U W (Dy)ay U W (Dy)as U W (Dy)ay ouW (Dy) est le groupe
des permutations de coordonnées avec changement de signe sur un nombre pair d’entre elles.

v

Rappel : Soit G C GL,(k) un groupe fini de transformations linéaires ideou k est
un corps de caractéristiqe Soit S = k[, ..., z,] et S¢ le sous-anneau des polyndn@s
invariants. SiP(t) = 372 dimy,({h € S : degh = d}) t* (série de Hilbert de&<), alors on
aP(t) = % ou F € Z|[t], si S¢ est engendré par des polyndmes homogénes de
degrési, ... d,, etde plusP(t) = ——= >, . m (formule de Molien).

3. Onposer; = (Z) é) eto; = ((1) _01> eto, = 0,0, dansG L, (C), de sorte qué) =

{£I,+0;, £0,, +0} forme un sous-groupe d'ordre huitisomorphe au groupe des quaternions.
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Calculer la série de Hilbert pot|z, y|?. Vérifier que les polyndmeg = 2 + y* etg = 22y?
sont invariants : quelle est la série de Hilbert de la sous-algéhftg)| ? Trouver un élémerit
de degré invariant parQ, et en déduire une présentation@e, y|% de la formeC|f, g, h]/(R)
ou R est une relation que I'on précisera.

Corrigé. Lélément (resp.—I) de @ a la valeur proprer-1 (resp.—1) avec multipli-
cité 2; les six éléments autres quel ont tous les deux valeurs propregt —i. D’apres la

formule de Molien citée en rappel, la série de Hilbert pG{it, y]° est donc%(ﬁ + ﬁ

) = ulj—tifz Les polynémeg = 2* + y* etg = 22y? sont manifestement invariants par
eto; donc parQ. lls sont algébriquement indépendants (par exemple par critére jacobien) donc
C[f, g] € C[z,y]? est une algébre de polyndme, dont la série de Hilbert est go

Par ailleurs, sih = zy(z* — y*) alorsh € Clz,y]? (de degrés) vérifie h? = f2g —
4g° (en degrél2); le sous-anneal[f,g] ® hClf, g] de C[x,y]? a donc la méme série de
Hilbert (1_;1)_;3_,:6% = (11326)2 queC[z, y]9, donc c’est toutC[z, y]2. On a donaClz,y]? =

C[f,g,h]/(h* = f?g — 4g%). v




