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1. On considère le sous-groupeG deGLn(R) engendré par les matrices de permutation et les
matrices de changement de signe sur un nombre pair de coordonnées. On le fait agir naturelle-
ment sur les fonctions polynomiales. Montrer que la sous-algèbre des fonctions polynomiales
invariantes parG est une algèbre de polynômes et déterminer explicitement un système basique
d’invariants.

Corrigé. Montrons queG est engendré par des réflexions, ce qui permettra d’affirmer
que l’algèbrek[x1, . . . , xn]G des polynômes invariants parG est une algèbre de polynômes :
or manifestementG est engendré par les transpositions entre deux coordonnées, d’une part, et
d’autre part par les changements de signe sur deux coordonnées. Les premières sont bien des
réflexions, et les secondes n’en sont pas, mais elles sont composées de la transposition entre
les deux coordonnées et la transposition avec changement de signe, et on a là deux réflexions
(dansG). Si on préfère,G est engendré par les réflexions par rapport aux hyperplansxi = xj

etxi = −xj pour(i, j) parcourant tous les couples d’éléments distincts de{1, . . . , n}.
Reste à trouver explicitement un système basique d’invariants. NotonsΨ1, . . . , Ψn les fonc-

tions symétriques élémentaires non pas sur les coordonnéesx1, . . . , xn elles-mêmes mais sur
leurs carrésx2

1, . . . , x
2
n : autrement dit, on poseΨ1 = x2

1 + · · · + x2
n et Ψ2 =

∑
i<j(xixj)

2 et
ainsi de suite jusqu’àΨn = (x1 · · · xn)2. Notons queΨn est le carré deΣn = x1 · · ·xn. Remar-
quons que l’algèbre de polynômes engendrée parx2

1, . . . , x
2
n est l’algèbrek[x1, . . . , xn](Z/2Z)n

des polynômes (enx1, . . . , xn) invariants par changement de signe sur un nombre quelconque
de coordonnées, et que par conséquent l’algèbre de polynômes engendrée parΨ1, . . . , Ψn est
l’algèbrek[x1, . . . , xn]G

′
des polynômes invariants par toute permutation des coordonnées et

tout changement de signe d’un nombre quelconque d’entre eux (on appelleG′ le sous-groupe
deGLn(R) entendré par les matrices de permutation et les matrices de changement de signe sur
un nombre quelconque de coordonnées). On a certainementk[x1, . . . , xn]G

′ ⊆ k[x1, . . . , xn]G,
et on va montrer quek[x1, . . . , xn]G = k[Ψ1, . . . , Ψn−1, Σn]. Comme chaqueΨi, et aussiΣn,
sont invariants parG, une inclusion est claire.

Si f ∈ k[x1, . . . , xn]G (autrement dit, sif est un polynôme enx1, . . . , xn invariant par
permutation quelconque des variables ou par changement de signe sur un nombre pair d’entre
elles), appelonŝf le polynôme obtenu en remplaçantx1 par−x1 dansf . On vérifie quef̂ est
encore invariant parG : c’est tout à fait évident pour un changement de signe sur un nombre
pair de coordonnées, et pour ce qui est d’une permutation d’entre elles on remarque que quitte
à changer éventuellement le signe de deux coordonnées (x1 et celle en laquelle elle a été per-
mutée) on se ramène effectivement àf̂ . Par conséquent,f+ = 1

2
(f + f̂) et f− = 1

2
(f − f̂)

sont encore dansk[x1, . . . , xn]G ; on peut les appeler partie paire et partie impaire def respec-
tivement. La première est dansk[x1, . . . , xn]G

′
; la seconde change de signe si on change de

signe l’une quelconque des variables, autrement dit, il s’agit d’un polynôme impair en chaque
variable, donc multiple de chacune d’elles, donc cette partie impaire est multiple deΣn, et
le quotienth est dansk[x1, . . . , xn]G

′
. On a ainsi montré que tout élémentf dek[x1, . . . , xn]G

s’écrit de façon unique commef++hΣn avecf+ eth dansk[x1, . . . , xn]G
′
(et, qui plus est, uni-

quement définis : si on préfère,k[x1, . . . , xn]G est un module libre de rang2 surk[x1, . . . , xn]G
′

avec pour base{1, Σn}). Puisquek[x1, . . . , xn]G
′
= k[Ψ1, . . . , Ψn] (et commeΨn = Σ2

n), on en
déduitk[x1, . . . , xn]G = k[Ψ1, . . . , Ψn−1, Σn], ce qui répond à la question posée (on a trouvé
n générateurs de l’algèbre intègrek[x1, . . . , xn]G dont le corps des fractionsk(x1, . . . , xn)G

est de degré de transcendancen, donc ces générateurs sont bien algébriquement indépendants
surk).

On peut vérifier que le produit des degrés deΨ1, . . . , Ψn−1, Σn est2 × 4 × · · · × 2(n −
1) × n = 2n−1 n!, qui est bien le cardinal deG, et la somme des degrés diminués de1 est
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1 + 3 + · · ·+ (2n− 3) + (n− 1) = n(n− 1), qui est bien le nombre de réflexions dansG (il y
a 1

2
n(n− 1) hyperplans de la formexi = xj et autant de la formexi = −xj). X

2. Soitφ = 1
2
(1+

√
5) le nombre d’or etA = Z[φ]. On considère unR4 euclidien dont le pro-

duit scalaire sera noté(x|y) et la base orthonormée standard(εi)
4
i=1. PosonsD4 = {±εi ± εj :

i 6= j} (ensemble de cardinal24) et soit S l’ensemble desα ∈ R4 tels que|α|2 = 2 et
(α|β) ∈ A pour toutβ ∈ D4. Quel est le cardinal deS ? A-t-on(α|β) ∈ A pour tousα, β ∈ S ?

On considère une partie maximaleH4 deS ayant la propriété que(α|β) ∈ A pour tous
α, β ∈ H4. Montrer que son cardinal est au plus120. Montrer queH4 est stable par réflexion
par rapport à l’orthogonal de tout élément deH4. Montrer queH4 a pour cardinal exacte-
ment120.

Corrigé. On peut écrireS = {a1ε1 + a2ε2 + a3ε3 + a4ε4 : a2
1 + a2

2 + a3
3 + a2

4 = 2 et∀i, j
ai ± aj ∈ A}. Manifestement on doit donc avoirai ∈ 1

2
A pour chaquei. En posantai = bi+ciφ

oùbi, ci ∈ 1
2
Z, on voit que lesbi doivent être tous entiers ou tous de partie fractionnaire1

2
, et de

même pour lesci. Commea2
i = b2

i + c2
i + ci(2bi + ci)φ, on énumère facilement explicitement

les éléments deS : ce sont tous les éléments obtenus par permutation et changements de signe
des coordonnées à partir de

α1= ε1 + ε2

α2=
1
2
(1− φ)(ε1 + ε2 + ε3) + 1

2
(1 + φ)ε4

α3=
1
2
(ε1 + ε2 + ε3) + (φ− 1

2
)ε4

α4=
1
2
φ(ε1 + ε2 + ε3) + (1

2
φ− 1)ε4

soit24 + 64 + 64 + 64 = 216 éléments. Manifestement, siα′ désigne l’élément obtenu à partir
deα ∈ S en changeant le signe de la première composantea1, on a(α|α′) = 2 − 2a2

1 donc
(α|α′) ∈ A impliquea2

1 ∈ 1
2
A, ce qui n’est pas le cas pourα2, α3, α4 ci-dessus ; donc une partie

deS telle que(α|β) ∈ A pourα, β quelconques ne peut comporter qu’au plus la moitié des
permutations signées surα2, α3, α4, soit au plus24 + 32 + 32 + 32 = 120 éléments.

Soit maintenantH4 une partie deS maximale pour la propriété que(α|β) ∈ A lorsque
α, β sont dedans. Siα, β ∈ H4 alors par définition on a encoreα − (α|β)β ∈ S (noter que
sβ(α) = α − (α|β)β est la réflexion deα par rapport à l’orthogonal deβ). Et cet élément
γ = α− (α|β)β a encore la propriété que(γ|δ) ∈ A pour toutδ ∈ H4 puisqueα etβ ont cette
propriété : donc par maximalitéγ ∈ H4, ce qui prouve la stabilité voulue.

D’autre part,H4 ⊇ D4 par maximalité deH4 et par définition deS. En particulier, la
symétrie par rapport à l’orthogonal de tout±εi± εj préserveH4, donc (cf. exercice précédent)
toute permutation des coordonnées avec changement de signe sur un nombre pair d’entre elles
doit préserverH4. Donc le cardinal deH4 est exactement24 + 32 + 32 + 32 = 120, et on peut
prendre par exempleH4 = D4 ∪W (D4)α2 ∪W (D4)α3 ∪W (D4)α4 oùW (D4) est le groupe
des permutations de coordonnées avec changement de signe sur un nombre pair d’entre elles.

X

Rappel : Soit G ⊆ GLn(k) un groupe fini de transformations linéaires dekn où k est
un corps de caractéristique0. SoitS = k[x1, . . . , xn] et SG le sous-anneau des polynômesG-
invariants. SiP (t) =

∑+∞
d=0 dimk({h ∈ SG : deg h = d}) tk (série de Hilbert deSG), alors on

a P (t) = F (t)

(1−td1)···(1−tdr )
, où F ∈ Z[t], si SG est engendré par des polynômes homogènes de

degrésd1, . . . , dr, et de plusP (t) = 1
card G

∑
A∈G

1
det(I−tA)

(formule de Molien).

3. On poseσi =

(
0 i
i 0

)
etσj =

(
0 −1
1 0

)
etσk = σiσj dansGL2(C), de sorte queQ =

{±I,±σi,±σj,±σk} forme un sous-groupe d’ordre huit isomorphe au groupe des quaternions.
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Calculer la série de Hilbert pourC[x, y]Q. Vérifier que les polynômesf = x4 + y4 etg = x2y2

sont invariants : quelle est la série de Hilbert de la sous-algèbreC[f, g] ? Trouver un élémenth
de degré6 invariant parQ, et en déduire une présentation deC[x, y]Q de la formeC[f, g, h]/(R)
oùR est une relation que l’on précisera.

Corrigé. L’élémentI (resp.−I) de Q a la valeur propre+1 (resp.−1) avec multipli-
cité 2 ; les six éléments autres que±I ont tous les deux valeurs propresi et−i. D’après la
formule de Molien citée en rappel, la série de Hilbert pourC[x, y]Q est donc1

8
( 1

(1−t)2
+ 1

(1+t)2
+

6
1+t2

) = 1+t6

(1−t4)2
. Les polynômesf = x4 + y4 et g = x2y2 sont manifestement invariants parσi

etσj donc parQ. Ils sont algébriquement indépendants (par exemple par critère jacobien) donc
C[f, g] ⊆ C[x, y]Q est une algèbre de polynôme, dont la série de Hilbert est donc1

(1−t4)2
.

Par ailleurs, sih = xy(x4 − y4) alorsh ∈ C[x, y]Q (de degré6) vérifie h2 = f 2g −
4g3 (en degré12) ; le sous-anneauC[f, g] ⊕ hC[f, g] deC[x, y]Q a donc la même série de
Hilbert 1−t12

(1−t4)2 (1−t6)
= 1+t6

(1−t4)2
queC[x, y]Q, donc c’est toutC[x, y]Q. On a doncC[x, y]Q =

C[f, g, h]/(h2 = f 2g − 4g3). X


