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1. On considere le sous-groupedeG L, (R) engendré par les matrices de permutation et les
matrices de changement de signe sur un nombre pair de coordonnées. On le fait agir naturelle-
ment sur les fonctions polynomiales. Montrer que la sous-algebre des fonctions polynomiales
invariantes pa€: est une algebre de polynémes et déterminer explicitement un systéme basique
d’invariants.

2. Soit¢ = 1(1++/5) le nombre d’or ed = Z[¢]. On considére ui* euclidien dont le pro-
duit scalaire sera not&|y) et la base orthonormée stand@g; ;. PosondD, = {+¢; ¢, :
i # j} (ensemble de cardin@l) et soitS I'ensemble desy € R* tels que|a|? = 2 et
(o] 3) € A pourtoutd € Dy. Quel est le cardinal d&? A-t-on(«|3) € A pour tousy, 5 € S?
On considére une partie maximat, de S ayant la propriété quéx|5) € A pour tous
a, 8 € Hy. Montrer que son cardinal est au plLiX). Montrer queH, est stable par réflexion
par rapport a I'orthogonal de tout élément Hg. Montrer queH, a pour cardinal exacte-
ment120.

Rappel : Soit G C GL,(k) un groupe fini de transformations linéaires /deou k est

un corps de caractéristiqle Soit S = k1, ..., x,] et S¢ le sous-anneau des polyndn@s
invariants. SiP(t) = Y% dimy,({h € SY : degh = d}) t* (série de Hilbert d&), alors on
aP(t) = % ou F € Z[t], si S¢ est engendré par des polyndmes homogénes de

degrésiy, ..., d,, etde plusP(t) = =", . m (formule de Molien).

3. Onposer; = (Z) é eto; = (1) _01 eto, = 0,0, dansG L, (C), de sorte qué) =
{1, £0;, £0;, +0;} forme un sous-groupe d’ordre huitisomorphe au groupe des quaternions.
Calculer la série de Hilbert pot|z, y|?. Vérifier que les polyndmeg = 2 + y* etg = 22y?
sont invariants : quelle est la série de Hilbert de la sous-algébftg)| ? Trouver un élémerit
de degré invariant parQ, et en déduire une présentation@e, y|% de la formeC|f, g, h]/(R)

ou R est une relation que I'on précisera.



