
TD Algèbre II (2005–2006) Fractions rationnelles et actions de groupes No9 / page 1

1 (Fischer 1915). Soit G un sous-groupefini abéliende GL(V ), où V est unC-espace
vectoriel de dimension finien (etGL(V ) le groupe des applications linéaires inversiblesV →
V ). On noteC(V ) le corps des fractions rationnelles surV (c’est-à-dire le corps des fractions de
l’algèbre symétriqueC[V ] = S•(V ∨), ou encoreC(V ) = C(x1, . . . , xn) une fois choisie une
basex1, . . . , xn du dual deV ) etC(V )G le sous-corps deC(V ) formé des éléments invariants
par l’action deG qui agit à droite surC(V ) par fσ(v) = f(σ(v)) si σ ∈ G, f ∈ C(V ) et
v ∈ V . Montrer queC(V )G est une extension transcendante pure deC, autrement dit, il existe
y1, . . . , yn ∈ C(V )G (nécessairement en nombren : pourquoi ?) algébriquement indépendants
tels queC(V )G = C(y1, . . . , yn). (Indication : se placer sur une base deV qui diagonalise
simultanément tous les éléments deG, puis considérer le réseau des monômes sur cette base
qui sont invariants parG.)

Montrer par un exemple simple que dans cette situation l’algèbreC[V ]G (des invariants
sousG dans l’algèbre symétriqueC[V ] = S•(V ∨) des polynômes surV ) n’est pas nécessaire-
ment une algèbre de polynômes.

2 (« no-name » lemma). Soitk un corps de caractéristique zéro (on ne suppose pask algébri-
quement clos). SoitG un groupe fini et soientV etW deuxk-espaces vectoriels (de dimensions
respectivesm etn, disons) sur lesquelsG agit fidèlement et linéairement, c’est-à-dire qu’on se
donne des morphismes injectifs deG dansGL(V ) et GL(W ). On considère les corps d’inva-
riantsk(V )G etk(W )G (on renvoie à l’exercice 1 pour des explications de ces notations). On se
propose de montrer quek(V )G etk(W )G sont « stablement équivalents », c’est-à-dire que pour
des indéterminéesy1, . . . , yn et x1, . . . , xm on a k(V )G(y1, . . . , yn) ∼= k(W )G(x1, . . . , xm)
(comme extensions de corps dek).

Pour cela, on commencera par montrer le lemme suivant (lemme de Speiser) : siL/K est
une extension galoisienne finie de groupeG et E un L-espace vectoriel de dimension finie
sur lequel est donnée une action deG vérifiant σ(v + w) = σ(v) + σ(w) (si v, w ∈ E) et
σ(av) = σ(a) · σ(v) (si a ∈ L et v ∈ E) (une telle action est dite semi-linéaire par rapport à
l’action naturelle deG surL), et siEG désigne les invariants deE sous l’action deG alorsE =
EG⊗K L (commeL-espaces vectoriels munis d’une action deG). (Indication : soit(bi) uneK-
base deL et(σj) une énumération des éléments deG : rappeler pourquoi la matrice(σj(bi)) est
inversible, et en déduire qu’un élémentv ∈ E donné peut s’écrire comme combinaison linéaire
à coefficients dansL deswi =

∑
j σj(biv) ; conclure quant à la surjectivité de la flèche naturelle

EG ⊗K L → E.) En déduire que, toujours sous les hypothèses du lemme,L(E)G = K(EG).
Revenant au problème initial, on rappelle quek(V )G ⊆ k(V ) est galoisienne de groupeG :

en appliquant deux fois judicieusement le lemme, montrer quek(V ⊕W )G est une extension
transcendante pure à la fois dek(V )G et dek(W )G, ce qui conclut.

3 (théorème de Hilbert-Noether). Soit k un corps (ou plus généralement un anneau noe-
thérien) et soitB = k[x1, . . . , xr] une algèbre de type fini surk (ici, x1, . . . , xr ne sont pas
supposés être des indéterminées : ils engendrent simplementB). Soit G un groupe fini d’au-
tomorphismes deB laissantk invariant (on ne suppose pas que l’action deG provient d’une
action linéaire sur certaines indéterminées, et on ne suppose pas non plus que l’ordre deG est
inversible dansk). Soit A = BG la sous-k-algèbre deB formée des éléments invariants par
l’action deG : on se propose de montrer queA est unek-algèbre de type fini (et notamment un
anneau noethérien).

Pour cela, montrer queB est entier surA : i.e., tout élémentx ∈ B est racine d’un poly-
nômeP unitaire à coefficients dansA (on écrira explicitement un tel polynôme, en considérant
les différentsxσ pourσ ∈ G). Mieux : en prenant des polynômesPi ∈ A[t] unitaires à coeffi-
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cients dansA tels quePi(xi) = 0, témoignant de l’intégralité surA des générateursxi deB,
expliquer pourquoiB, puisA = BG, sont des modules de type fini (donc des algèbres finies)
sur la sous-k-algèbreC deA engendrée par les coefficients desPi. Conclure.

4. On considère le sous-corpsK = R(x2 + y2, x3 − 3xy2) de L = R(x, y) : montrer que
l’extensionL/K est galoisienne d’un groupe de GaloisG que l’on précisera.


