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1. Soitk un corps algébriguement clos. On considére .., f,, € klzy,...,z,| des poly-
ndémes homogenes de degrés respedétifs. . , d,, > 0 en les indéterminées, ..., x,. Le but
de I'exercice est de montrer quersi> m alors il existe (dang™) un zéro commun non-trivial
(c’est-a-dire difféerent d€0,...,0)) a f1, ..., fm. On suppose donc que le seul zéro commun a
fi,--., fmest(0,...,0) eton va montren. < m.

(1) Montrer qu'il exister € N tel que tout mondme de degré (tota)r enxy,..., x,
appartienne a I'idédl engendré pafy, ..., f,, dansk[zq, ..., x,].

(2) En déduire que tout mondéme de degré (total) enxy, .. ., z, peut s’écrirey(xy, ...,
x,) oU g est un polynéme de degré totalr enxy, ..., x, a coefficients dans I'anneati =
k[fi,..., fum] engendré pafi, ..., f,, dansk[z,, ..., x,].

(3) En notantX” = k(f1,. .., f) le corps des fractions de I'anneau intégrévu a I'inté-
rieur dek(zy,...,x,)), en déduire qué |z, ..., z,| est unk-espace vectoriel de dimension
finie. Conclure qué(z, ..., z,) est unk-espace vectoriel de dimension finie.

(4) En raisonnant sur le degré de transcendance, conclure gue.

Corrigé. (1) L'hypothése faite est que la variétéJ) définie parf; = ... = f,, = 0 est
la méme que la variété définie par = ... = x,, = 0. Le Nullstellensatz permet de conclure
que pour chaqueéil exister; tel quez;" appartienne a I'idé&l engendré paf, ..., f,, dans
k[xy,...,z,]. Si on appeller la somme des; alors tout mondme de degré total au moins
comporte nécessairement un factefirpour un certairi, et appartient donc &

(2) La conclusion du (1) montre que pour tout monéyrae degré> r en lesz; il existe
hi,... hy € klz1,..., 2, tels queq = hyfi + -+ + h,fm. Observons a présent qu’en
remplacant; par sa composante homogéne de degré (tdtaly — d; (ou zéro sideg ¢ < d;),
c’est-a-dire la somme des mondmes ayant ce degré, pujs@se homogene de degiget ¢
homogeéne (c’est un mondme!) de degdeg ¢, on a toujours I'égalité = hif1 + - + hy fim
(en effet, on n’a pas changé les monémes de dégré). On a donc montré (en décomposant
chaqueh; comme somme de monémes) quey st un mondme de degeé r alors il est
combinaison linéaire a coefficients dafigles mondmes de degtédeg g (plus petit que lui).
Ou, si on préféere, I'égalité = hy f1 + - - - + h,, f,, S€ réinterpréte comme= g(z1,...,z,)
oug € Alzy,...,x,] (avecA = k[f1,..., fm]) etdegg < degq. En récrivant de nouveau
les monémes (dang) qui sont de plus grand degeé » comme combinaison des monémes
de degré strictement plus petit gu’eux, et en itérant ce processus (qui termine vu que le degré
de g décroit strictement a chaque étape tant qu’il est au moins égaba finit par arriver a
deg g < r, d’ou la conclusion souhaitée.

(3) On vient de voir que tout monéme en les. . ., x,, s’écrit comme combinaison linéaire
a coefficients dansl, donc a plus forte raison dars, des mondmes de degté ». Comme
il N’y a gu’'un nombre fini de monémes de degtér, le K-espace vectoriel engendré (dans
k(xy,...,z,)) par tous les mondmes en lesest de dimension finie, c’est-a-dire exactement
queK|zxq,...,z,] estunk-espace vectoriel de dimension finie. Or c’est également un anneau
intégre (puisque c’est un sous-anneau du cé(ps, . .., x,)) : et un anneau integre de dimen-
sion finie sur un corps est lui-méme un corps (puisque la multiplication par un élément non
nul est injective donc bijective). Ainsi{ [z, ..., z,] est le corpds(xy, ..., z,), qui coincide
donc aved:(z1, ..., z,) (étant contenu dedans...). On a donc prouvéique, . .., z,) est un
K-espace vectoriel de dimension finie.

(4) Lextension de corp&” C k(zy,...,x,) étant finie, elle est algébrique. On peut alors
extraire defi, ..., f,, une base de transcendance swle X' = k(f1,..., fm), et celle-ci
est encore une base de transcendance sle k(xy, ..., z,), doncdeg.tr, k(z1,...,x,) <
m. Or manifestement, ..., z, est une base de transcendance:fla,...,z,) donc on a
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deg.tr, k(z1,...,z,) = n. On a bien prouvée < m. v

2 (théoreme de Tsen). Soitk un corps algébriquement clast) le corps des fractions ra-
tionnelles & une indéterminée gurOn considére un polynémgee k(t)[z4, . .., x,] homogéne
de degrél an + 1 indéterminées a coefficients dah@), ou0 < d < n (le degré est stric-
tement inférieur au nombre d’indéterminées). Montrer gjuun zéro non trivial : il existe
x1,..., 2, dansk(t), non tous nuls, tels qu&z1, . .., x,) = 0. Pour cela, on supposera (quitte
a chasser les dénominateurs) que les coefficiengs stnt dang:[t], et on cherchera une so-
lution (z4,...,x,) avecr, = Z;V:O ce ;7 ou lesc, ; sont & déterminer et ol est un entier
suffisamment grand : en considérant alffs,, . .., z,,) = 0 comme un systeme en les;, on
appliquera le résultat de I'exercice 1.

Corrigé. Ecrivons

flxy, ... x,) = Z iy iy TS

Quitte a chasser les dénominateurs, on peut supposer quedest dans:[t]. Soité le plus
grand de leurs degrés. On cherche un zéro non trivial dghpar la méthode des coefficients
indéterminés, en écrivant chaqug(pour/ allant del an) comme un polynéme de degné
ent, mettonse, = Z;V:O ce ;7. Alors I'équationf (x4, . . ., x,,) = 0 devient un systéme d'équa-

tions homogénes en les(NV + 1) coefficients, ; des polyndmes,(¢) exprimant la nullité des
coefficients du polynéme en question. (Mieux vaut ne pas essayer d’écrire ce systeme ! Mais si

ony tient, c’'est
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oUXs,, désignes, o+ - - -+ s, n €ta,, ;.. €Stle coefficient d¢” dans le polyndme,, ;, €
k[t], et ouj parcourt les entiers dea Nd+0.) Ce systeme &'d+ 4+ 1 équations em (N +1)
variables, chacune homogeéne de degré (tatdPuisquel < n,onaNd+06+1 <n (N + 1)
pour N assez grand. On conclut d’aprés le résultat de I'exercice 1. v

3. Soientk C K deux corps, et soit un entier naturel. On munik™ de sa topologie de
Zariski : (1) montrer gu’elle induit la topologie de Zariski sur le sous-ensemblg2) On
suppose que est algébriquement clos : montrer que pour tout fermé de Zafishd K™ défini
par des équations a coefficients danensembleZ N k™ est dense dans pour la topologie
de Zariski. Ce résultat vaut-il encore si on ne suppose/phlgébriquement clos ?

Corrigé. (1) Il s'agit de montrer que les fermés é@ pour la topologie de Zariski sont
précisément les intersections && avec les fermés d&™. Or tout fermé de Zariski dé™
peut s’écrireVi- (f1, ..., f,) pour certainsfy, ..., f. € klz1,...,z,] (en effet, tout idéal de
klxy,...,z,) estengendré par un nombre fini d’élémentée;, . . ., x,] est noethérien); alors
fi,..., f» peuvent se voir comme des élémentsidg,...,z,] et il est évident qué” N
Vin(f1,..., fr) coincide aved-(f1,..., f); réciproquement, sfi, ..., f, € Klzy, ..., z,)
sont des éléments définissant un certain fermé de Zarjskifi, ..., f,) de K", considérons
une k-basecy, ..., ¢, du k-espace vectoriel que leurs coefficients engendrent (&3nsen
écrivantf; = fiic1 + - + fiscs avec lesf; ; € k[zq,...,x,] (uniquement définis!) on voit

(*) On rappelle que c’est celle dont les fermés sontWés), lieu des zéros communs d'un idéalC Kz, ...,z,] de
polyndmes — les équations de ce fermé.
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que l'intersection dé/x~(f1,..., f.) aveck™ est précisément)(f11,..., fs), qui est un
fermé de Zariski. Ceci prouve le résultat annoncé.

(2) Supposons? = Vin(fi,..., fr) avecfy,..., fr € kl[z1,...,x,] : comme il a été
remarqué ci-dessuk’ N Z coincide ave®-(f1, ..., f,). Sik estalgébriquement clos, d’apres
le Nullstellensatz, tout élément déz,, ..., x,] qui S'annule suk™ N Z appartient a l'idéal
radical engendré pafy, ..., f, (C'est-a-dire I'idéal constitué des éléments dont une certaine
puissance appartient a I'idéal engendré fiar. ., f,.) : en particulier, cet élément s’annule sur
Z tout entier. Plus généralementgsest un élément d&’[x4, . . ., z,,| qui S'annule suk™ N Z,
écrivonsg = gic; + --- + gs¢s OU ¢y, ..., c, €St unek-base duk-espace vectoriel engendré
par les coefficients dg et ollg; € k[z1,...,x,]; alors chaquey; s’annule surk™ N Z donc
sur Z par ce qui vient d’étre dit, dong s’annule surZ. C’est bien la preuve que” N Z est
Zariski-dense dang (son adhérence étamatpriori, définie comme le lieu des zéros communs
de tous leg s’annulant suk™ N Z, et évidemment elle est contenue dahgqui est fermé).

La conclusion ne vaut pas sin'est pas algébriquement clos. Par exemplé; si R et
K = C, le ferméZ défini dansC? (de coordonnéegr, y)) parz? + y* = 0 intersecteR? en
I'unique point(0, 0), dont 'adhérence de Zariski (da@i$ ouR? indifféremment) est lui-méme

et non pas’ tout entier. v
4. Soit k un corps algébriquement clos ®tun idéal dek[z,...,x,] qu'on pourra pour
plus de simplicité supposer radical. On app@llEy) 'ensemble des.-uplets(zy, ..., z,) €

k™ tels quef(xy,...,z,) = 0 pour toutf € J, qu’on munit de la topologie de Zarigki
Montrer qu’alorsV/ (J) est connexe (en tant qu’espace topologique) si et seulement si I'anneau
quotientk[zy, ..., z,|/J n'a pas d’autres idempotents qoet 1 (c’est-a-dire que? = e dans
klxy,...,z,)/J impliquee = 0 oue = 1).

Corrigé. Prouvons d’abord le sens « seulement si » : supposons[gue . ., z,]/J ait
un idempotent différent de0 et del. On ae? = ¢, soite (1 — e) = 0, dansk[z1, . .., x,]/J.
Alors e se reléve en un polynéme (encore netéansk|zy, ..., z,|telquee ¢ Jetl —e ¢ J
maise (1 — e) € 3. On consideréV = V(J + (e)) le fermé del/(J) défini par 'idéald + (e)
engendré pab ete, etiW’' = V(J + (1 — e)) le fermé défini de méme par I'idéal engendré par
J etl — e. Autrement ditl est le lieu del/(J) ol e vaut0 et 1/’ est le lieu ote vaut1. On
aWw uUWw’ =V(J) : cela résulte immédiatement d¢1 — ¢) € J (en tout point dé/(J)(k),
soit e s'annule soitl — e s’annule) ; par ailleursii’ N W' = &, care et 1 — e ne peuvent
s’annuler simultanément. De plug] # V (J) puisquee ¢ J et plus généralement ¢ J (vu
guee™ = ¢) pour toutn > 1 ce qui, d'apres le Nullstellensatz (fort), prouve qu'il existe des
points del/(J) oue ne s’annule pas ; de mémé; # V/(J). Au final, on a montré qu¥ (J)(k)
s’écrivait comme la réunion de deux fermés disjoints non vides : ceci montre qu’il n’est pas
connexe.

Prouvons a présent la réciproquel/3l) n’est pas connexe, on peut écriréd) = Wul’
ou W et W’ sont des fermés disjoints chacun non vide. Mettdns= V' (J) et W’ = V(J)
pour certains idéaug, 3’ contenanfi, qu’on peut supposer radicaux (en appefahidéal des
fonctions qui s’annulent s’ et de fagcon semblable po@f). Commencons par traiter le cas
ouJ lui-méme est radical. Alor3 Ny’ = J d’aprés le Nullstellensatz (fort) cdv U W' =V,
ety +J = (1) carW NW’' = @ toujours avec le Nullstellensatz. D’aprés ce dernier fait, on
peut trouvere € Jtel quel —e € J. Onaalore (1 —e) € JNJ = J, autrement dit, la
classe de dansk[zy, ..., z,]/J est un idempotent. Qr ¢ J sans quoi on aurall’ = (1) (il
contiendrait et1 — e), ce qui n’est pas. On a donc bien trouvé un idempatemin trivial dans

(% Latopologie dont les fermés sont [€%3) pourJ D J.
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klxy, ..., x,]/3.

Enfin, siJ n'est pas supposeé radical, sgiff son radical (I'intersection des idéaux premiers
qui le contiennent), c'est-a-dire quéz,, ..., z,]/+/J est le quotient dé&|x,, ..., z,]|/J par
ses nilpotents (cf. exercice 3 de la feuill&7h D’aprés ce qu’on vient de montrer, il existe
e € k[xy,...,x,|/+/T idempotent non trivial. Relevonsarbitrairement &[z1, ..., z,]/J. On
aalorse (1—e) nilpotent. Ecrivons maintenait= (e+(1—e¢))?" avecn grand et développons :
on peut le réécrire comme+ (1 —¢’) o€’ estla somme des terme¥ + - - -+ C3 e™ (1 —e)
etl—e' lasommeCyen =t (1 —e)"*t +... 4+ (1—e¢)?, de sorte que’ (1 —¢') s’écrit comme
produit de termes tous multiples d&(1 — ¢)", et pourn assez grand ceci est nul. Ainsiest
idempotent dans[zy, ..., x,]/J, etil est non trivial car il se réduit sure k[zy,...,z,]/\/J,
qui n’est nio ni 1. v

5. Soit £ un corps,n un entier naturel, etz;;).<.<. une famille den? indéterminées. On

1<j<n
appelleA le déterminant de la matrige;;;) (c’est-éj-aire dont le coefficient sur l@éme ligne
et j-ieme colonne est l'indéterminéeg;) : ainsi, A est un élément de I'annedu(z;;)] des
polynémes en les? indéterminées considérées.

(1) Montrer ce polyndme est irréductible (autrement dit\si PQ avecP, () € k[(z;;)],
alors I'un deP et () est constant). Pour cela, on pourra étudier le degrg deQ) par rapport
a toutes les variables d’'une ligig puis d’'une colonng.

(2) Sik est algébriquement clos, montrer (sans utiliser (1)) que pour chiague < n
I'ensemble des matrices de rafg- est un fermé algébrique irréductible davig(k) (identifié
ak?") muni de sa topologie de Zariski. Pour cela, on pourra utiliser I'applicatidi,, (k) x
M., (k) — ML, (k) qui envoie(a, b) sura.Jb ouJ est une matrice judicieusement choisie.

(3) Quel rapport entre les questions (1) et (2) ?

Corrigé. (1) Supposons qu’on ait une écritute= P() avecP, Q € k[(x;;)].

Fixons unl < iy < n. Considéré comme polyndme sur lesseules indéterminées
(%iyj)1<j<n,» ON @A homogéne de degre (ceci se voit en développant par rapport ada
ieme ligne ou bien en définissant le déterminant comme forme multilinéaire alternée sur les
lignes). Par conséquent, I'un des deux polyndmiest () doit étre (toujours par rapport aux
indéterminéegx;,;)) homogene de degrg et 'autre homogéne de degté— c’est-a-dire
gu’il ne dépend pas des variables en question. Mettons que o€ spit ne dépende pas des
(wi,;); quant &P, il est de degré non nul (c’est-a-dire exactemgren chacune des variables
Z;yj, PuUisque c’est le cas d& lui-méme (le déterminant depend effectivement de chacun des
coefficients de la matrice...) et qaen’en dépend pas.

Appliguons maintenant le méme raisonnement pour ghj, < n par rapport a la colonne
desindéterminégs:;;, )1<i<,. CommeP est de degré en I'indéterminée:; ;,, c’est forcément
encoreP qui est homogene de degrélans legz;;,) et qui ne dépend pas d’elles. Mais alors
() ne dépend pas dg;, pour: et j, arbitraires : c’est dire qu@ est constant.

Ceci démontre bien I'irréductibilité dA.

(2) LensembléeV, des matrices x n de rang< r est un fermé algébrique car il est défini
par 'annulation des déterminants de toutes les sous-matrices carkéeset chacun de ces
déterminants est un polynéme.

Soit J la matricen x n diagonale dont les premiers coefficients diagonaux sont dest
tous les autres des Alors (a, b) — aJb définit une application polynomiale surjectivede
M, (k) x M, (k) vers 'ensemblé/,. des matrices de rang r. (Le fait que I'application est
polynomiale se voit directement par les formules de multiplication de matrices; le fait que son
image dan®/,, (k) soit exactement,. est un fait bien connu d’algébre linéaire.) Puisquest
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continue pour la topologie de Zariski et que sa source est irréductible ¥&'€3t on en déduit
gue son image est irréductible (si on pouvait écvire= W U W’ avecWW et W’ deux fermeés
stricts deV/., on auraitVL,, (k) x M, (k) = =1 (W) Uy ~1(1W’) réunion de deux fermés stricts).
(3) Lensemble des matrices de radgn — 1 est I'ensemble des matrices de déterminant
nul, c’est-a-direl’(A) ou A est le polyndme déterminant dont on a prouvé en (1) qu'il était
irréductible. L'idéal qu’il engendre est donc premier, et 'ensemble des matrices d€ rangd
est bien irréductible. Ainsi, le (1) prouve le (2) poue n — 1. Réciproquement, le (2) prouve
queV (A) est irréductible, ce qui montre d’aprés le Nullstellensatz fjuest puissance d’'un
polyndme irréductible, et comme il est évident gu@’est pas une puissance non triviale (si on
veut, I'idéal qu’il engendre est radical) on conclut gieest irréductible. Ainsi, le (2) prouve
le (2). v



