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1. Soitk un corps algébriguement clos. On considére .., f,, € klzy,...,z,| des poly-
ndémes homogenes de degrés respedétifs. . , d,, > 0 en les indéterminées, ..., x,. Le but
de I'exercice est de montrer quersi> m alors il existe (dang™) un zéro commun non-trivial
(c’est-a-dire difféerent d€0,...,0)) a f1, ..., fm. On suppose donc que le seul zéro commun a
fi,--., fmest(0,...,0) eton va montren. < m.

(1) Montrer qu'il exister € N tel que tout mondme de degré (totad) r enzy, ..., x,
appartienne a I'idédl engendré paf, ..., f,, dansk[xy, ..., x,].

(2) En déduire que tout monéme de degré (total) enxy, .. ., x, peut s'écrirey(xy, . ..,
x,) OU g est un polyndbme de degré totalr enz, ..., z, a coefficients dans I'anneat =
k[fi,..., fm] €ngendré pafi, ..., f,, dansk[zi, ..., z,].

(3) En notantX’” = k(f1,. .., f) le corps des fractions de I'anneau intégrévu a I'inté-
rieur dek(zy,...,x,)), en déduire qué |z, ..., z,| est unk-espace vectoriel de dimension
finie. Conclure qué (zy, ..., x,) est unkK-espace vectoriel de dimension finie.

(4) En raisonnant sur le degré de transcendance, conclure gue.

2 (théoréme de Tsen). Soitk un corps algébriguement clas(t) le corps des fractions ra-
tionnelles & une indéterminée surOn considére un polynémee k(t)[z4, . .., x,] homogéne
de degrél an + 1 indéterminées a coefficients dah@), ou0 < d < n (le degré est stric-
tement inférieur au nombre d’'indéterminées). Montrer gueun zéro non trivial : il existe
x1,...,x, dansk(t), non tous nuls, tels qu&x4, ..., z,) = 0. Pour cela, on supposera (quitte
a chasser les dénominateurs) que les coefficienys stnt dans:[t], et on cherchera une so-
lution (x4, ..., x,) avecy, = Zj\’zo co 87, ou lesc, ; sont a déterminer et oY est un entier
suffisamment grand : en considérant alffs, ..., z,,) = 0 comme un systeme en les;, on
appliguera le résultat de I'exercice 1.

3. Soientk C K deux corps, et soit un entier naturel. On munik™ de sa topologie de
Zariskit : (1) montrer gu’elle induit la topologie de Zariski sur le sous-enserhblg2) On
suppose que est algébriquement clos : montrer que pour tout fermé de Zafisld K™ défini
par des équations a coefficients danensembleZ N k™ est dense dans pour la topologie
de Zariski. Ce résultat vaut-il encore si on ne suppose/phlgébriquement clos ?

4. Soit k un corps algébriquement clos ®tun idéal dek[z,...,x,] qu'on pourra pour

plus de simplicité supposer radical. On appéflgy) 'ensemble des-uplets(zy, ..., z,) €

k™ tels quef(xy,...,z,) = 0 pour toutf € J, qu’on munit de la topologie de Zarigki
Montrer gqu’alorsV/ (J) est connexe (en tant qu’espace topologique) si et seulement si I'anneau
quotientk[zy, . .., z,|/J n'a pas d’autres idempotents qoet 1 (c'est-a-dire que? = e dans
klxy,...,z,)/J impliquee = 0 oue = 1).

5. Soit k& un corps,n un entier naturel, efz;;).<;<. une famille den? indéterminées. On

1<j<n
appelleA le déterminant de la matride:;;) (c’est-éj-aire dont le coefficient sur l@aeme ligne
et j-iéme colonne est l'indéterminég;) : ainsi, A est un élément de I'annedt(z;;)] des
polynémes en les? indéterminées considérées.
(1) Montrer ce polynéme est irréductible (autrement dit\si P() avecP, ) € k[(z45)],
alors I'un deP et () est constant). Pour cela, on pourra étudier le degrB de() par rapport
a toutes les variables d’une ligig puis d’une colonng,.

(*) On rappelle que c’est celle dont les fermés sontW€g), lieu des zéros communs d’un iIdéalC K|z, ...,z,] de
polynémes — les équations de ce fermé.
(% La topologie dont les fermés sont [€%3) pourJ D J.
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(2) Sik est algébriguement clos, montrer (sans utiliser (1)) que pour ciague < n
I'ensemble des matrices de rafg- est un fermé algébrique irréductible dayig(k) (identifié
ak*) muni de sa topologie de Zariski. Pour cela, on pourra utiliser I'applicatidvi,, (k) x
M, (k) — M, (k) qui envoie(a, b) sura.Jb ot J est une matrice judicieusement choisie.

(3) Quel rapport entre les questions (1) et (2) ?



