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1 (calcul général du groupe de Galois). Soit p(t) = td + a1t
d−1 + · · · + ad ∈ K[t] un

polynôme (unitaire, de degréd) séparable à coefficients dans un corpsK, etξ1, . . . , ξd (de sorte
quep(t) =

∏d
i=1(t − ξi)) ses racines dans son corps de décomposition qu’on noteraL. On

définit larésolvante de Kroneckerdep comme

s(t) =
∏

σ∈Sd

(
t−

d∑
i=1

uiξσ(i)

)
∈ L[u1, . . . , ud, t]

(Imaginer ques est le polynôme ent dont les racines sont les combinaisons linéaires
∑

i uiξσ(i)

à coefficients des indéterminéesui.) Montrer ques est, en fait, à coefficients dansK, et qu’il
est invariant parSd (agissant par permutation sur les variablesu1, . . . , ud). Soit h un facteur
irréductible1 quelconque des dansK[u1, . . . , ud, t] (on le prendra unitaire) : on considère le
sous-groupeSh deSd formé des permutationsσ ∈ Sd qui laissenth invariant. Montrer queSh

est conjugué, dansSd, au groupe de GaloisG = Gal(L/K) dep surK vu comme un groupe
de permutations sur{ξi}.

En admettant que la décomposition en facteurs premiers dansQ[u1, . . . , ud, t] est algo-
rithmique, expliquer pourquoi ceci fournit un algorithme théorique permettant de calculer le
groupe de Galois de n’importe quel polynôme surQ (i.e., le problème du calcul du groupe de
Galois est décidable), mais expliquer pourquoi cet algorithme est inutilisable en pratique.

Les exercices suivants demandent quelques connaissances en géométrie et/ou en analyse complexe.

2 (extension icosaédrale). On rappelle que le groupe des isométries directes d’un icosaèdre
régulier (ou, dualement, d’un dodécaèdre régulier) est le groupe alternéA5 sur cinq éléments.
En déduire qu’il existe une extensionC(u) ⊆ C(z), oùu est une certaine fonction rationnelle
en l’indéterminéez (et transcendante surC, c’est-à-dire que le corpsC(u) qu’elle engendre
est bien isomorphe au corps des fractions rationnelles complexes suru vue comme une indé-
terminée) qui soit galoisienne de groupe de GaloisA5. Pour cela, on pourra voir les sommets
de l’icosaèdre comme des points de la sphère de Riemann, et appliquer le lemme d’Artin et le
théorème de Lüroth.

3 (problème de Galois inverse pourC(z)). On se propose de démontrer que tout groupe
fini est le groupe de Galois d’une extension (galoisienne finie) deC(z).

Soit G un groupe fini, d’ordren, etg1 = 1, . . . , gn ses éléments. On considère l’ensemble
E des donnéest = (t1, . . . , tn) suivantes : pour chaquei ∈ {1, . . . , n}, une fonctionti méro-
morphesurC\ [1; n] (où [1; n] désigne l’intervalle fermé réel ayant ces bornes), à croissance au
plus polynomiale à l’infini (c’est-à-dire|ti(z)| = O(|z|k) pour un certaink lorsque|z| → +∞)
ainsi qu’en tout point du bord (c’est-à-dire|ti(z − c)| = O(|z − c|−k) lorsquez → c avec
c ∈ [1; n]), et vérifiant de plus la condition de compatibilité suivante : pour chaque triplet
(i, j, k) tel quegigj = gk dansG, la fonctionti restreinte au demi-plan supérieur{z:=z > 0}
et la fonctiontk restreinte au demi-plan inférieur{z:=z < 0} se prolongent en une fonction
méromorphe commune sur un voisinage de]j − 1; j[ dans le plan complexe (lorsquej = 1,
bien sûr, cette condition est automatique).

(a) Expliquer pourquoiE est un corps (l’addition et la multiplication étant données par
les opérations terme à terme sur lesti). On montrera notamment que si un quelconque desti
associés à unt ∈ E est nulle (ou simplement nulle sur un ouvert non vide) alors tous lesti sont
nuls.

(1) On rappelle que les anneaux de polynômes sur un corps sont factoriels.
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(b) On plongeC(z) dansE en identifiant une fonction rationnelleh ∈ C(z) avec len-
uplet(h, . . . , h) où chaque composante est la fonctionh elle-même (vue comme une fonction
méromorphe surC, donca fortiori surC\ [1; n]). Expliquer pourquoi ce plongement est correct
(définit bien un élément deE).

(c) On fait agirG surE en posantg · (t1, . . . , tn) = (t′1, . . . , t
′
n), où t′i = ti′ si gi′ = ggi :

expliquer pourquoi cette action a un sens. Expliquer pourquoi le corps fixe deE par G est
exactementC(z).

(d) Onadmet2 le fait suivant : pour touti ∈ {2, . . . , n}, il existet ∈ E tel queti(0) 6= t1(0).
Montrer alors queE est bien une extension deC(z) galoisienne de groupe de GaloisG.

Remarque : Le principe utilisé dans ce dernier exercice est de construire — sans le dire — un revêtement ramifié de la
sphère de Riemann ayant{1, . . . , n} pour points de ramification et groupe de GaloisG, et le corpsE est simplement le corps
des fonctions méromorphes sur ce revêtement.

(2) Il s’agit d’une conséquence du théorème de séparation de Riemann (sur toute surface de Riemann — compacte —, les
fonctions méromorphes séparent les points). Reconnaissons que, dans ce cas, c’est un peu une pétition de principe, puisque
toute la difficulté du résultat est cachée dans ce fait admis.


