TD Algebre Il (2005-2006) Théorie de Galois, | N°4 (corrigé) / pagel

1. Pour chacune des extensions algébriques finies suivantes, déterminer si elle est séparable
ou non, normale ou non, galoisienne ou non. Lorsque I'extension est galoisienne, donner son
groupe de Galois. (IR C C, (2)QCQ(v2), 3)QCQ(¥2), @Q()C Q(V2.))

(ou j est une racine primitive cubique de l'unité), ®) C Q(y), (6) Q C Q(V2,7),
(7) F, C F,« (p étant un nombre premier, €tun naturel non nul), (8C(t) C C(t/%)
ou ¢ est un nombre premier quelconque, Yt) C F,(t'/?), (10)F,(¢t) C F,(t'/*) ou ¢
est un nombre premier strictement supériepr a

Corrigé. Tout d’abord, n'importe quelle extension algébrique fikieC L en caracté-
ristique zéro, ou bien dont le corgs est parfait, est séparable. Les extensions (1) a (8) sont
donc séparables (et elles sont alors normales si et seulement si elles sont galoisiennes).

L'extension (1) peut s’écrire comni@ = RR(i), corps de rupture dé + 1 € R[t], au-dessus
deR. Mais des lors qué* + 1 a acquis une racine, il est totalement décomposé, c'est-a-dire
gue son autre racinei, est également darfs, donc I'extension est normale. (On peut aussi
simplement dire quE€ est la cléture algébrique d& donc évidemment normale.) Le groupe de
Galois esfZ /27, 'unique élément non trivialy, envoyant.+ib sura — b (c’est la conjugaison
complexe).

L'extension (2) est également normale : quand on rompt le polyn8me2 en lui adjoi-
gnant une racing/2 sur@Q, on lui adjoint du méme coup son autre racing/2. Le groupe de
GaloisGal(Q(v/2)/Q) estZ /27, 'unique élément non trivial envoyant+ by/2 sura — bv/2.

L'extension (3), en revanche, n’est pas normale : le polynéime 2 admet dan€)(+v/2)
la racine</2, mais il n’est pas pour autant complétement décomposé : sinon, le rapport entre
deux racines serait une racine primitive cubique de I'urjitétj n’appartient pas &(+v/2) (par
exemple parce qug Vvérifiant;j? = —1 — j, est de degré surQ, donc ne peut pas appartenir
aQ(v/2) qui est de degré sur Q). Lextension (4), elle, est normale : on a adjoint du méme
coup les trois racinesy2, jv/2 et j2v/2, det® — 2. Le groupe de Galois e§t/37Z, engendré
par I'automorphisme envoyant+ bv/2 + cv/4 (aveca, b, ¢ € Q(5)) sura + jby/2 + j2cv/4.
L'extension (5) est normale, de nouveau car toute extension quadratique est normale (quand un
polyndme de degré admet une racine, il est completement décomposé) ; son groupe de Galois
estZ /27, 'élément non trivial envoyant sur ;2.

L'extension (6) est normale car elle est le corps de décompositidt? det + 1)(t> — 2)
sur@Q. Son groupe de Galois est de cardifigpuisque I'extension est de degigadmettant
1,7,v/2,7v2, 5%, 72/2 pour base su®); or on y a déja trouvé un élémentd’ordre 3, qui
fixe j et j2 et envoiev/2 surjv/2 et /4 surj2v/4, et un élément d’ordre 2, qui fixe /2
et /4 et qui envoiej surj?; ces éléments vérifientr = 072, donc le groupe de Galois est
Cal(Q(v/2,7)/Q) = &; (les six éléments étant o, 7, o7, 72, 072).

L'extension (7) est normaleF(. est le corps de décomposition & — ¢ surIr,) et
son groupe de Galois est engendré par le frobeRius — 2P, qui est d’ordred, donc
Gal(IFya/F),) = Z/dZ.

L'extension (8) est normale, étant le corps de décompositiouf det € C(t)[u] : en ef-
fet, dés que ce polyndme acquiert une racihg, il acquiert toutes ses racines?, (t'/¢, .. .
¢1Y¢ o ¢ € C est une racine primitivé-iéme de l'unité. Le groupe de Galois de I'exten-
sion, Gal(C(t'/*)/C(t)), est d’ordre/, donc c’est le groupe cyclique d’ordfeengendré par
I'élémento: t'/¢ — (t'/¢,

L'extension (9) n’est pas séparable. En effet, I'éléniéfita pour polyndme minimat? —

t € F,(t)[u], qui n'est pas séparable. Elle est, en revanche, normale, puisque c’est le corps de
décomposition du polynédme en question.

Enfin, I'extension (10) est séparable parce ¢uea un polynédme minimal séparable sur
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IF,(t), mais elle n’est pas normale car le polyndme en question,t, n'est pas complétement
décomposé (sinon une raciftéeéme de I'unité serait daris,(¢), donc dang,, et ce n’est pas

le cas lorsqué > p est premier). v
Rappel (indépendance linéaire des caracteres)Soit I" un groupe et un corps. On suppose qug, . . ., X» Sont
des homomorphismes — E* deux a deux distincts : alorgy, ..., x, sont linéairement indépendants, sty en tant

gu'applicationsI” — FE.

2. Soit L une extension galoisienne finie d’un cordgsde groupe de Galois = Gal(L/K).
Montrer que

Lok L=EPL
oelG
en tant quds-algebres — et méme en tant glealgebres sion munit ® i L de sa structure de
L-espace vectoriel provenant de la multiplication sur le facteur de gauche — I'isomorphisme

envoyantr ® y sur la famille des: o(y) pouro parcourants. (Utiliser 'indépendance linéaire
des caracteres.)

Corrigé.  Manifestement I'applicationy: L @ L — @, L qui envoiex ® y sur
(xo(y)) est bien définie et constitue un morphisme Kdealgebres. Comme les dimensions
de part et d'autre sont les mémes, il ne reste qu'a prouver l'injectivité. Or I'indépendance
linéaire des caractéres (appliqué au grolipe L* et sur le corp’ = L) prouve que les dif-
férentso: L — L deG = Gal(L/K), vus comme applications-linéaires deL dansL, sont
L-linéairement indépendants. Soit, . . . , 2, une K-base dd., de sorte qué ® x1, ..., 1 @ xy
forme aussi und.-base de. ®x L muni de sa structure de-espace vectoriel (de dimension
d = [L : K]) par multiplication sur le facteur de gaucheen prenant cette base au départ et
la base canonique a l'arrivée, la matriceid@ui estL-linéaire) s’écrit commeéo;(x;)); ; (ou
a1,...,04 SONt les éléments d€), et 'indépendance linéaire des prouve que cette matrice
est inversible. v

3 (latrace). Soit K C L une extension algébrique finie de corps. On appgedieede L sur
K, et on notetr; k, 'application qui a unz € L associe la trace (au sens des applications
K-linéaires) de la multiplication par, soity — xy, de L dansL.

(0) Montrer quetry, x: L — K estK-linéaire.

(1) Quelle est la trace st dea + ib € C?

(2) Siz € K etqued = [L : K], que vauttry,x(x) ?

(3) SiL C FE estune autre extension algebrique finie, montrertguec = try x trg/ ..
(On pourra chercher a trouver une baseg«sur K en fonction d’'une base dé sur L et d’'une
base dd. surK.)

(4) Siz € L, comment exprimetr, /x (x) en fonction de son polynéme minima} ? (On
pourra faire intervenid = [L : K| etd = degy x = deg pi,.)

(5) Si K C L est finie galoisienne de grouge = Gal(L/K), montrer quetry x(z) =
> »cc: o(x). (On pourra éventuellement utiliser I'exercice 2, ou bien faire appel a la question
précédente.)

(6a) SIK C L n'est pas séparable, montrer qug,, = 0 identiguement (on pourra
se ramener & une extension de la forme:'/?) avecz € K et p la caractéristique). (6b) Si
L/K est séparable, montrer que,/, n'est pas identiguement nulle (en se ramenakita L

() Insistons bien £ ® x L, qui est unk -espace vectoriel de dimensidh, a deux structuredifférentesie L-espace vectoriel
de dimensionl, 'une donnée par la multiplication- (x®y) = zz ®y, qu'on considére ici, et 'autre donnée par(z ®y) =
T ® zy. L'applicationy estL-linéaire pour la structure « gauche » mais non pour la structure « droite ».
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galoisienne et en utilisant I'indépendance linéaire des caracteres ou I'exercice 2 qui en résulte).
(6¢) Toujours lorsquex’ C L est seéparable, montrer qu&(z,y) = try/x(zy) définit une
forme K-bilinéaire symétrique non dégénérée sur

Corrigé. (0) L'application L — Homg (L, L) envoyantr sur I'applicationy — zy de
multiplication parx estK-linéaire, et la tracélomg (L, L) — K estK-linéaire.

(1) Sur la basd,: de C surR, la multiplication par; a une matrice de diagonale nulle,
donctrer(i) = 0, tandis que la multiplication pdrest I'identité, donc de tracec/r(1) = 2
(voir aussi la question suivante). RRylinéarité (question précedente), otrg/r (a+ib) = 2a.

(2) L'identite surL, c’est-a-dire la multiplication pat, a pour tracetr; k(1) = d =
dimg L = [L : K. Il S'ensuit parK-linéarité quetr, k() = dx pour toutr € K.

(3) Sixy,..., x4 estunek-base de ety, ..., y. uneL-base dev, alorszy,, . . ., zqy1,
19, - . . gl €Stunek -base ddv (en effet, tout élémeritde £ s’écrit de facon unique comme
Y tiy; avect; € L, et chacun deg s’écrit de fagon unique comrrE?:1 tixjavect;; € K,
d’ou I'écriture uniquet = Zw tijzjy;). Sit € L, la matrice de multiplication par dans
cette base s’écrit par blocs en remplacant, dans la matrice de multiplicatiordpas lal-
basey,...,y. de E/, chaque entrée par la matrice de multiplication par dans laK-base
x1,...,xq de L. On voit donc que la trace desur K, somme des coefficients diagonaux
de cette matrice, est la somme des tracesiSutes coefficients diagonaux de la matrice de
multiplication part sur L, c’est-a-diretrg/x (t) = try/k (tre/(t)).

(4) Le polynbme minimal, de x sur K (c’est-a-dire I'unique polynéme unitaire irre-
ductible qui annuler) est manifestement égal au polynéme minimal de la multiplication par
x (en tant qu’endomorphisme dki-espace vectoriel). Si§ = deg, x = deg i, est égal a
d = [L : K] = dimg L alors ce polynbme minimal est le polyndme caractéristique (de la
multiplication parx) donc la trace se lit comme I'opposé du coefficient de delgrél (on
a choisi le polyndme unitaire). Sinon, en introduis&t= K (x) le corps engendré par
surk,onad =céouc = [L: F]etd = [F : K], et daprés les questions précédentes,
trp x(x) = ¢ trp k() et on est ramené au cas qu’on vient de traiter.

(5) Soit, le polyndme minimal de sur K. SurL, on peut factorisef,(¢) = [, (t —
o(x)) ouo(x) parcourt tous les conjuguédigtincty dex. Sid = degy =z = card{aém)} et
d = [L : K], alors chaquer(x) est atteint pour = d/o valeurso différentes dangr =
Gal(L/K) (on a un group€s d’ordre d qui agit transitivement sur 'ensemble de cardital
des conjugués de). Commetr; k(z) = CZU(J}) o(x) (somme sur des conjugués distincts)
d’apres la question précédente, on a bigny (z) = > .. o(x).

Une autre solution pour cette méme question (5) consiste a faire appel a I'exercice 2 :
sur laL-algebre®, .. L, 'application L-linéaire qui multiplie sur chaque facteur pair) a
évidemment pour tracg_ . o(z), et lisomorphismelL ®x L = @, ., L montre que cette
trace est celle de la multiplication parsur le facteur de droite sur la-algebrel. @ L (pour
la structurel-linéaire provenant du facteur de gauche) ; comme la trace ne dépend pas du corps
de base, cette trace est également la trace de la multiplicatian fuarl. commeK-espace
vectoriel.

(6a) Soit K C L une extension qui n'est pas séparable : il existe aloes L qui n'est
pas séparable suf, et comme on avu quey, x = trx.)/x tTr/k (), il SUffit de prouver que
trx ),k = 0 identiguement, c’est-a-dire qu’on peut suppaset K (x). Par ailleurs, en notant
p la caractéristique, toujours Comme ,y/x = trxr)/Kx tri(2) /K@), €t I'inséparabilité nous
assure qués(z)/ K (zP) est bien une extension de degréle polyndbme minimal de: n'a
des coefficients non nuls que dans les degrés multipleg,deef, on est ramené au cas ou
z = 2P € K et I'extensionL estK (z'/?). Or dans ce cas, en écrivant explicitement la matrice
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de la multiplication par’ = 2*/? dans la base, z,...,2?~! de L sur K, on voit clairement
que la trace est identiquement nulle, y compris potr0 (carp est la caractéristique).

(6b) Si K C L est séparable, on peut trouveme extension galoisienne finié de K
contenantl. Puisquetry x = trp,x trg/r, il suffit de montrer querg, x est non nulle, bref,
on peut supposel galoisienne suk. Si on utilise 'isomorphismé @k L = @ . L donné
par I'exercice 2, le fait que la track @ L — L n’est pas identiquement nulle est clair
(prendre I'élément1,0,...,0) € @, ., L, dont la trace est manifestemetet il s’ensuit
gue la tracel, — K ne 'est pas non plus; cela découle aussi directement de I'indépendance
linéaire des caractéres :si__ . o(x) était nul pour tout: € L, cela représenterait une relation
de dépendance linéaire entre tousdes GG vus comme des applicatiods’ — L.

(6¢) Manifestementp est une formek -linéaire symétrique. x L — K. |l s'agit de
prouver que sic € L n'est pas nul alor®3(x,-): L — K est une forme linéaire non nulle. Or
si on avaittrz,, x (xy) = 0 pour touty, on auraittr; /x(2) = 0 pour toutz (puisquer # 0 donc
toutz € L s’écrit de la formery), et on vient de voir que ceci n’est pas le cas. v

Rappel n°1 : Sip € Z[t] et sig,r € Q[t] sont unitaires et vérifient = gr alors en faitg, » € Z[t]. (Démonstration :
soientM et N les plus petits entiers possibles tels dug € Z[t] et Nr € Z][t], et on cherche a prouver quéN = 1; or
s'il existe un facteur premieff M N alors la réduction dé@/q dansF,[t] n’est pas nulle puisqu&/ est minimal, et de méme
la réduction deVr n'est pas nulle, donc la réduction dé Ngr = M Np n’est pas nulle, ce qui contredit le fait géelivise
M N donc chaque coefficient d& Np. Cela peut aussi se voir d’aprés I'algorithme de division euclidienne de polyndmes.)

Rappel °2 : Sip(t) = t* + bt + ¢ € k[t] est un polyndme de deg8éentré, aved un corps quelconque, et&i, &2, &3
sont les racines de dans une clbture algébriqiede k, comptées avec multiplicités, alors le discriminant= —4b® — 27¢?
dep vauts? ol d = (& — &1)(€3 — £1)(&3 — &2). (Une fagon fastidieuse — mais simple — de le voir est de développer
complétement = §2 et d’utiliseré; + &o + €3 = 0, E162 + E163 + €263 = betéibals = —c)

4. Déterminer le groupe de Galois des équations suivantes (c’est-a-dire du corps de décom-
position du polyndéme qui les définit) s@: (@) t> —2t+1 =0, ()3 +t+1 =0,
©t?—6t+1=0, (d)t*—12t+8=0.

Corrigé. (a) Le polyndmep(t) = t*> — 2t + 1 se factorise suf) commep(t) = (t —
1)(t>+t—1). Par conséquent, son corps de décomposition est ceftiirde- 1, soitQ(v/5). Le
groupe de Galoiér,, est donc cyclique d’ordr2avec pour élément non trivial 'automorphisme
envoyanty/5 sur—+/5.

(b) Le polyndmen(t) = t3+t+1 € Z[t] n'a pas de racine daifs donc est irréductible sur
F5 (un polynéme réductible de degsése décompose comme produit d’'un polynéme de degré
2 et d’'un polynédme de degrg donc il doit avoir une racine) donc sérdonc surQ (cf. le
rappel 11 ci-dessus). Le groupe de Galai (du corps de décomposition) de ce polynéme
opére donc transitivement sur les trois racinep e dansQ; or il n'y a que deux sous-
groupes deS3 qui opérent transitivement, a sav@ii tout entier eZ/3Z. Commep(t) a une
unique racine réelle, donc deux racines complexes conjuguées (c’est-a-dire qriel ser
factorise comme produit d’'un polynéme de degrét d’un polyndme de degrB, il existe un
elément d’ordre dans le groupe de Galois (SRt la conjugaison complexe), et ceci montre
queG, = G;.

(c) Le polyndmen(t) = t3 — 6t + 1 € Z[t] n'a pas de racine da(soit parce qu'’il n’en a
pas dang';, soit parce que tout facteur premier d’une telle racine devrait diviser le coefficient
constantl, donc la racine ne peut étre queou —1 et il N’y en a pas) donc comme pour la
guestion précédente il est irréductible §urDe nouveau, on veut trouver un élément d’ordre
2 dans le groupe de Galois. Mais cette fois on ne peut pas simplement utiliser la conjugaison

(%) Par exemple en prenant la composée de toutes les images d’un plongethetaraeune cldture algébrique #eau-dessus
de K. Ou bien en prenant le corps de décomposition des polyndmes minimaux de générafearsdiessus d&’.
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complexe (elle agit trivialement puisque les trois racines stent réelles). On pourrait travailler
en réduisant modul®(i.e., faire jouer a €); » le réle deR dans la méthode précédente, puisque
paune unique racing, dangFs), mais on va plut6t faire autrement. Appeldasss, &5 les trois
racines réelles de(dans un ordre quelconque), et sbit (£, —&1)(§3 — &1)(§3 — &»). D’aprés
le rappel A2, 0n aA = §? = —4x (—6)>—27x 1% = 27 x 31, qui n’est pas un carré dafls Par
conséquent()(d) est une extension d@ de degré exactemeftcontenue dan®(¢y, &, &3),
donc|[Q(&, &, &3) : Q] = 6 et le groupe de Galois est de nouveayl

(d) Le polyndmep(t) = t3 — 12t + 8 € Z[t] n’a pas de racine dar# donc, comme
précédemment, est irréductible sQr Appelons¢;, &, &3 les trois racines réelles deavec
& < & < &, etsoitd = (& — &)(& — &)(& — &). D'aprés le rappel ¥2, on ad? =
—4 x (—12)% — 27 x 82 = 5184 = 72? et comme’ > 0 (vu I'ordre choisi sur les racines) c’est
qued = 72 € Q. Il n'y a donc pas d’élément du groupe de GalGisdep qui échangeg; eté,
en laissant; fixe, car un tel automorphisme transformeraén —4, ce qui n’est pas possible
(Q doit rester fixe). v

5 (groupes de Galois cyclotomique). (1) Soitn un naturel non nul &f une racine primitive
n-iéme de I'unité. Soitf le polyndbme minimal de& surQ eth tel quet™ — 1 = f(¢) h(t) :
montrer que sp est un nombre premier ne divisant paslors(? est aussi racine dg (si-
non, f(t) diviseraith(¢?), puis réduire modul@). En déduire la valeur du groupe de Galois
Gal(Q(¢)/Q) et l'irréductibilité du polyndme cyclotomiqué,,.

(2) Montrer que tout groupe cyclique (fini) est le groupe de Galois d’une certaine extension
galoisiennel. de Q.

(3) Si ¢ est une racine primitive-ieme de I'unité ety un nombre premier qui ne divise
pasn, que vautGal(F,(¢)/F,) (lorsque¢ est une racine primitive-iéme de I'unité dang,) ?
Quels sont les. tels que®,, soit irréductible sui, ?

Corrigé. (1) Manifestement;? est racine de™ — 1, donc, si on suppose par I'absurde
gu’il n’est pas racine d¢, c’est qu'il est racine dé, soith(¢?) = 0. Par action du groupe de
GaloisGal(Q(¢)/Q) det™ — 1 (qui agit transitivement sur les racines fleon voit que toute
racine def(¢) est racine deé(t?), c’est-a-dire quef(¢) divise h(t?). Or en réduisant modulp
ceci signifierait quef () (la réduction &, de f) diviseraith? (carh(t?) = h?(t)). Notamment,

f et h auraient une racine commune, c’est-a-dire gitie= t* — 1 aurait une racine multiple
dansF,, ce qui n'est possible que gidivisen.

Le groupe de Galois d&(¢) surQ esta priori un sous-groupe deZ/nZ)* (les classes
des entiers inversibles dafg'nZ) puisque tout automorphisme d&() est déterminé par
sa valeur¢* sur ¢, qui constitue un élémerit € (Z/nZ)*. Mais par ailleurs, le groupe de
Galois doit agir transitivement sur les racines fle or on vient de voir que s{ est une
racine def et quep ne divise pas:, alors(? est encore une racine de C’est donc que
Gal(Q(¢)/Q) C (Z/nZ)* contient les classes de tous jepremiers ne divisant pas, donc
on aGal(Q(¢)/Q) = (Z/nZ)*. Enfin, toutes les racines primitivesiémes de l'unité sont des
racines def, c’est-a-dire queb,, (le n-ieme polynéme cyclotomique) divigg et commef est
irréductible, en faitb,, = f. On voit au passage qu@(() : Q] = ¢(n) (fonction indicatrice
d’Euler).

(2) Soit@ = p}' -- - pl* (avecp; premiers distincts et; > 1) un entier naturel non nul, et
soitm* = p! ---p? ou*r;* = r; + 2 (en fait, sip; # 2 on peut se contenter d¢ = r;, + 1) :
alors, pour tout, (Z/p;' Z)* admet Z/p.'Z pour quotient, donc (grace au théoréme chinois)

(®) On rappelle quéZ/p" Z)* est cyclique d'ordreo(p” ) = p” ~(p — 1) sip # 2, ou, sip = 2 etr* > 2, est le produit
deZ/27 parz/2" ~*7.
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(Z/m*Z)* admetZ/mZ pour quotient. L'extensio®(¢) de@, ou est une racinen*-iéme
de 'unité, a donc un groupe de Galois qui a un quotient isomor@#yerd : mais ceci signifie
gu'’il existe un sous-corps deQ(¢), galoisien sufQ, qui aZ/mZ pour groupe de Galois sur
ce dernier.

(3) Sir est le plus petit entier tel qué — 1 soit multiple den, autrement dit I'ordre de
modulon, alorsF,(¢) = F,- (en effet, le groupe multiplicatif d&,- est précisément le groupe
des racinegp” — 1)-iemes de l'unité, et seules existent les extensignslelF,). Le groupe de
Galois defF,(¢) surF, est dondGal(F,-/F,) = Z/rZ. En particulier,®,, est irréductible sur
IF, si et seulement si I'ordre demodulon esty(n), c’est-a-dire si et seulementsengendre
(Z/nZ)* (ce qui exige au moins que soit un nombre premier ou le double d’un nombre
premier, sinonZ/nZ)* n'est pas cyclique). v



