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Rappels : Pour tout naturel ¢, il existe un corps fini ayant ¢ éléments si et seulement si q s écrit de la forme p? avec p
un nombre premier et d > 1; dans ce cas, le corps en question est unique a isomorphisme pres et on le note F, : il est de
caractéristique p et a F, = Z/pZ comme corps premier, sur lequel il est de degré d. Le corps Fyq, avec ¢ = p?, peut étre vu
comme un sous-corps de F/, avec ¢’ = p’d/, si et seulement si p’ = p et d|d’, auquel cas ce sous-corps est unique (et IF,, se
voit comme I’ensemble des racines du polyndme ¢? — ¢ dans F/ ; inversement, I,/ se voit comme un corps de décomposition
de t? —t dans F,). Le groupe multiplicatif F* de F, — comme tout groupe multiplicatif fini d’un corps — est cyclique, c’est
le groupe des racines (¢ — 1)-iemes de I"unité dans IF,. Le groupe des automorphismes de I/ laissant fixe I, ou groupe de
Galois de Fs sur Fy, est cyclique d’ordre d’'/d engendré par le frobenius « €lévation a la puissance ¢ », soit Frg: — 29,

Pour tout élément z de Fg il existe un plus petit d tel que z € Fa, qui divise tous les autres, et ce d s’appelle le degré de x sur
F, — c’est aussi I’ordre de Fr, opérant sur x (c’est-a-dire le cardinal de I’orbite) et c’est aussi le degré de ’'unique polynéme
irréductible unitaire sur F, dont x est racine (le polyndme minimal de x, dont les autres racines sont justement 1’orbite de x
par Galois).

1. Soit ¢ = p? (ol p est un nombre premier et d > 1) et soit k > 1 un entier naturel.
Le nombre de polynomes unitaires de degré k dans I, est manifestement ¢*. Montrer que le
nombre de polynomes unitaires de degré k sur I, qui sont irréductibles est

G

0k

ou / parcourt les diviseurs de k et y(¢) désigne la fonction de Mobius!. (Indication : compter
les éléments de IF . en fonction de leur degré sur [y, ou bien regarder les orbites par 1’action
du groupe de Galois G = (Fry) sur F,..) On dit qu’un tel polyndme est primitif lorsque, de
plus, une de ses racines (et donc n’importe laquelle de ses racines) est un générateur du groupe
multiplicatif F qu : montrer que le nombre de polyndmes unitaires irréductibles de degré k sur
F, qui sont primitifs est

%cb(qk —1)

ol ¢(n) désigne la fonction indicatrice d’Euler?. Calculer ces valeurs pour ¢ = 2 et k = 6.

Corrigé.  Commengons par une observation : si f € F[t] est un polyndme irréductible a
coefficients dans F,, disons unitaire de degré k, alors il est complétement décomposé sur son
corps de rupture F » (i.e. : des qu’il acquiert une racine, il les acquiert toutes) ; ceci découle
immédiatement de 1"unicité€ de IF » dans n’importe quel corps le contenant (autrement dit, n’im-
porte quel élément algébrique de degré k sur IF,, et en particulier toute racine de f, engendre le
méme corps [ x).

Si f est un polyndme irréductible de degré % sur [F, ses racines dans I« sont au nombre
de k exactement (elles sont un ensemble de conjugués, ¢’est-a-dire une orbite pour 1’action du
groupe de Galois G = (Fr,) sur F ). De plus, tout élément de I~ qui est de degré précisément
k sur Fy, c’est-a-dire n’est pas dans un I x, pour k; < k (diviseur strict), est racine d’un unique
polynéme unitaire irréductible de degré k sur IF,. Ainsi, si M/ (¢) désigne le nombre d’éléments
de Fx (ou de IF¢) de degré ¢ sur [, le nombre de polyndmes unitaires irréductibles de degré
ksur Fyest + M(k),etonagh = > o M(€) (pour tout entier naturel non nul k).

On voit alors que le nombre M (k) d’éléments de degré exactement k sur F, est égal a
¢* moins les M (k/¢) pour ¢ diviseur premier de k : c’est-a-dire ¢* moins ¢*/* pour tout £
diviseur premier de & plus ¢*/ pour ¢, ¢ diviseurs premiers distincts de k (car on a décompté
deux fois ces éléments) plus, etc., ce qui est la formule annoncée. Plus rigoureusement, comme

(") Soit pu(n) = 0sin est divisible par un carré et u(n) = (—1)* sinon, avec s le nombre de facteurs premiers — évidemment
distincts — de n.
() Soit ¢(n) = card((Z/nZ)™).



TD Algebre II (2005-2006) Corps finis N°3 (corrigé) / page?2

q" = >_qx M (£), en appliquant la formule d’inversion de Mdbius, ona M (k) = >, 1(¢) g~

d’ou le résultat.

Enfin, le nombre de générateurs du groupe quk a ¢* — 1 éléments est ¢(¢* — 1). N’importe
lequel de ces générateurs est de degré exactement k sur F, (car s’il estdans un F x, pour k1 < k
il est d’ordre multiplicatif au mieux ¢*' — 1). Le nombre de polyndmes unitaires irréductibles
primitifs de degré k est donc bien ; ¢(¢* — 1).

Pour ¢ = 2 etk = 6, il y a 26 = 64 polyndmes unitaires de degré & sur F,, le nombre de
ceux qui sont irréductibles est ¢ (26 — 2% — 2% + 2!) = 154 = 9, et le nombre de ceux-la qui
sont primitifs est § ¢(3% - 7) = 6% (2 x 3 x6)=6. v

2 (test d’irréductibilité de Rabin). Soit f € F [t] un polyndme de degré k a coefficients
dans [F,. Montrer que f est irréductible si et seulement si il vérifie les deux conditions sui-
vantes : (a) f divise 17" — ¢, et (b) f est premier a " — ¢ pour tout diviseur strict £ de k. (On
signalera si oui ou non il est nécessaire de mettre les deux conditions.) Expliquer pourquoi
ceci fournit un algorithme efficace permettant de déterminer si f est irréductible (en supposant
qu’on sache déja faire des calculs dans [F,) ; puis expliquer pourquoi la connaissance d’un tel
algorithme permet de faire des calculs dans [F,.

Corrigé. Considérons z1, . . .,z les racines de f dans F ¢ (avec multiplicité). Tout d’abord,
f estirréductible si et seulement si il existe un ¢, et par suite tout ¢, tel que x; soit de degré k sur
IF, : en effet, s’il existe un tel ¢ alors f divise le polynome minimal de z;, lequel est de degré
k, donc ils sont égaux (a constante pres) et f est bien irréductible, et réciproquement si f est
irréductible alors toutes ses racines sont de degré k (sinon le polyndme minimal d’une racine
serait un diviseur de f de degré strictement plus petit, contredisant I’irréductibilité). Si f est
irréductible, comme toutes ses racines sont de degré k exactement, (a) il divise " — ¢ (dont
les racines sont fous les éléments de degré divisant & sur IF;) et (b) n’a aucune racine commune
avec t4° — ¢ si £ est un diviseur strict de k (car les racines de t¢° — ¢ sont de degré divisant ¢
donc certainement pas k). Réciproquement, si f n’est pas irréductible, c’est qu’il a une racine
x; d’un degré /¢ différent de k (strictement plus petit) : si £ divise k (strictement, donc), alors f
n’est pas premier avec 7" — ¢, contredisant (b), et si £ ne divise pas k alors z; n’est pas racine
de t4" — t, contredisant (a).

Il est bien nécessaire de supposer a la fois (a) et (b) pour avoir I’irréductibilité : par exemple,
f(t) = t? — t est de degré 2 et vérifie (a) mais pas (b), et si g et h sont irréductibles de degrés
2 et 3 alors f = gh est de degré 5 et vérifie (b) (puisque le seul diviseur strict de 5 est 1 et que
f n’apas de racine de degré 1) mais pas (a).

Pour déterminer algorithmiquement (et efficacement) si un polynéme f € F,[t] est irré-
ductible, on veut donc notamment tester si f divise t° — ¢ : a priori cela peut sembler dif-
ficile car ¢* peut étre trés grand. En fait, il s’agit simplement de calculer {7 dans I’anneau
quotient F[t]/(f), ce qui se fait ainsi : si on représente les éléments de F,[¢]/(f) sur la base
1,%,...,t% 1, les additions se font terme a terme, et les multiplications se font en multipliant les
polyndmes puis en réduisant modulo £, et pour élever ¢ a la puissance ¢* on peut par exemple
représenter ¢" en binaire et utiliser I’exponentiation rapide (i.e., on calcule #2, t*, 18, etc., par
élévations au carré successives, et on multiplie celles dont le chiffre correspondant dans I’écri-
ture binaire de ¢* est 1), donc vérifier si #¢° = ¢ dans F,[t]/(f) se fait en O(k?) opérations dans
[F, (voire mieux si on utilise une multiplication intelligente). La condition (b) est semblable :
pour savoir si f est premier avec t¢° — ¢, on commence par calculer £ — £ dans F,[t]/(f), ce
qui donne le reste de la division euclidienne de 1 — ¢ par f, et ceci est la premiere étape de
I’algorithme d’Euclide pour calculer le pgcd de 17—t et I
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En pratique, pour faire des calculs dans I, il suffit de le représenter comme F,[t]/(f)
avec f irréductible de degré k. La question est donc de trouver un tel f : pour cela, on se
contente bétement de tirer au hasard un polyndme unitaire de degré k (il y en a p*), de tester
I’irréductibilité comme on vient de le voir, et de recommencer tant qu’on n’a pas trouvé un
polyndme irréductible : l’exercice 1 montre que la probabilité qu’un polyndme de degré k sur
IF,, soit irréductible est environ 7 (le « environ » étant 2 un O(p~*/?) pres, qui est négligeable).
Donc en O(k) essais on finit par en trouver un. v

3 (théoreme de Chevalley-Warning). Soit ' = F, un corps fini (de caractéristique p), et
f € F[Xo,...,X,] un polyndme homogene de degré d > 0 en n + 1 variables avec d < n :
on cherche a montrer que f a un zéro non trivial (c’est-a-dire autre que (0, ...,0)). (En termes
géométriques : une hypersurface de degré d < n dans P sur un corps fini ' a toujours un
point sur IF.) Pour cela, on montrera que le nombre de zéros de f dans F"*! est multiple de p,
en considérant la somme des f(xg, ..., 7,)? " ou (zo,...,z,) parcourt tous les (n + 1)-uplets
d’éléments de F.

Corrigé. Remarquons que pour ¢ € Fonat? ! = 1 saufsit = 0 auquel cas t9~! = 0.
Ainsi, la somme des f(zg,...,2,)? " est congrue modulo p au nombre de (g, ..., x,) tels
que f(xq,...,x,) # 0, donc si on prouve qu’elle est nulle (dans F) le nombre de zéros de f
dans F**+! sera multiple de p (le cardinal de tout F7*1 étant lui-méme multiple de p), et, comme
il existe toujours le z€ro trivial, il y en aura au moins un autre.

En développant f(zo, .. ) 7=! comme somme de mondmes chacun de degré d(q — 1),
on est ramené a prouver que si xo -+ -z est un mondme de degré so+ -+, =d(g—1) <
(n+ 1)(¢ — 1) alors la somme sur tous les (zg, ..., z,) de x” - - - x5 est nulle dans FF. Cette

somme se factorise comme le produit des ) et il suffit donc de prouver qu’au moins
I’un de ces facteurs est nul. Or au moins un des s; vérifie s; < ¢ — 1. Finalement, il suffit donc
prouver que si s < ¢ — lalors ) _p2® = 0 (dans F).

Lorsque s = 0, le résultat est clair (le nombre d’éléments de [ est multiple de p), on peut
donc supposer s > 0 et la somme peut étre faite sur F*, qui est un groupe c?/chque d’ordre

q—1:enappelant g un générateur de celui-ci,ona )  p. 7° = Zz 0" prm (puisque

g° # 1 dans F) et comme ¢*(9~") = 1, cette somme est bien nulle, ce qui conclut. v

4 (« petit » théoreme de Wedderburn). Soit D une algebre a divisions (= corps gauche)
finie (de cardinal fini). On se propose de montrer que D est, en fait, un corps. Soit F le centre
de D (c’est-a-dire I’ensemble des x € D tels que (Vy € D)(zy = yx)), qui est un corps fini,
et ¢ son cardinal, et soit 7 la dimension de D comme F-espace vectoriel. Ecrire I’équation aux
classes pour I’action de D* sur lui-méme par conjugaison. En notant ®,, € Z[t] le n-ieme
polyndome cyclotomique, en déduire que ®,,(¢) divise ¢ — 1. Obtenir une contradiction sin > 1
en prouvant que |®,,(¢q)| > g — 1.

Corrigé. Pour tout z € D, soit Z, = {y € D : xy = yx} le centralisateur de x :
manifestement, 7, est un F-espace vectoriel, et méme une algebre a divisions sur FF. Soit d(z)
sa dimension (comme F-espace vectoriel) : alors Z, N D* a pour cardinal ¢*®) — 1, ot d(z)
divise n (par exemple parce que D est un Z,-espace vectoriel a gauche, ou simplement parce
que ¢%®) — 1 ne peut diviser ¢" — 1 que si d(z) divise n). L orbite de x sous ’action de D* a
pour cardinal g("T—_ll, et I’équation aux classes (le cardinal de D* est la somme des cardinaux

des orbites) s’écrit
¢ -1 =q—-1+ Z q

xeS
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(ou S est un ensemble de représentants des orbites ayant strictement plus d’un seul élément et
q — 1 est le cardinal de [F*, ensemble des orbites a un élément).

Soit ®,,(¢t) = [](t — ¢) (le produit portant sur les racines primitives n-ieémes de 1’unité) le
n-ieéme polyndme cyclotomique : rappelons que ®,, € Z[t]. Alors ®,(q) divise ¢" — 1, et méme
divise qu;% = [Lu@)en, e>a@) Pe(q) pour d(z) < n (soit x non central). On en déduit que
®,,(q) divise ¢ — 1 et en particulier |®,,(¢)| < |¢ — 1|. Mais comme |¢ — (| > |¢ — 1] pour tout
complexe ¢ # 1 sur le cercle unité, ce n’est possible que sin = 1, et D = F, ce qu’on voulait
prouver. v

5 (loi de réciprocité quadratique). Si p est un nombre premier impair, et 7 un entier non

multiple de p (ou un €lément de '), on définit le symbole de Legendre %) comme +1 sin

est un carré dans F,, et —1 sinon. Remarquer que (%) = <%) (%) et que (g) = nP-1/2
(mod p). Soient maintenant p et ¢ deux nombres premiers impairs distincts, et soit { une racine

primitive p-ieme de I'unité dans une extension de [F,. Posons S = Zw@F? <§) ¢ e Iy,

montrer que S? = (’71) petque SY = <%> S. En déduire la loi de réciprocité quadratique :

() -

Corrigé.  Expliquons d’abord pourquoi (%) =n®Y/2 (mod p) : si g est un élément
primitif modulo p, ¢’est-a-dire un générateur de 7, alors un élément n de I, est un carr€ si et
seulement si il s’écrit n = ¢ pour un certain 4, et alors nP~1/2 = P~ = 1 dans F* tandis
que si a linverse n = ¢+ alors n(P~1/2 = ¢ip=1) ¢(=1/2 — _1 (car ¢»~Y/2 a pour carré
1 dans I, et ne vaut pas lui-méme 1). En particulier, on peut remarquer _71) = (—1)P=1/2,

dans Z cette fois. Le fait que (%) = (%) (%) est également clair.

OnaS® =3, cpx (%) (**¥, soit, en posant t = y/x (dans F}}), 3=, (i) ¢e(+)
2

(ou on a utilisé le fait que (%) = 1). Or erF; ¢ vaut (toujours dans [Fy) —1 siu € IE‘;
et p — 1siu = 0 : appliquant ce fait dans ce qui précéde 2 u = 1 + ¢, on trouve S? =
(‘71 p— vatemg % et le second terme est nul (il y a autant d’éléments de [ qui sont des
carrés que qui n’en sont pas) d’ou1 S? = (’71) P.

Par ailleurs, S = ZIGF? (f—)) ¢ (le frobenius x +— 7 étant un automorphisme de corps)

donc 5% = 3" (%) (i) ¢# (en posant z = gz et en utilisant de nouveau le fait que (%) est
son inverse), soit S7 = ;% S.
De ces deux formules on déduit d’une part S~ = (%) et de I’autre S9! = (S2)@~1/2 =

p

(¢—1)/2
[(;1> P = (—1)~ D1/ <§) , d’out la loi de réciprocité quadratique (I’égalité ayant
lieu dans F, donc dans Z). v
6 (bracelets de De Bruijn). On appelle bracelet de De Bruijn d’ordre £ > 1 sur un alphabet
(ensemble) fini A a ¢ > 1 éléments une application b de Z/q*7Z vers A telle que pour tout
k-uplet (aq,...,a,_1) d’éléments de A il existe un i € Z/q*Z (manifestement unique) pour



TD Algebre II (2005-2006) Corps finis N°3 (corrigé) / page5

lequel ag = b(7), a; = b(i + 1) et ainsi de suite jusqu’a a;_; = b(i + k — 1). Autrement dit, il
s’agit d’un bracelet de longueur ¢* sur les ¢ perles de 1’alphabet, qui contient toute combinaison
possible de k perles consécutives. On se propose de montrer que pour tout & et tout ¢ il exite
un bracelet de De Bruijn.

(1) Dans le cas ot ¢ = p? est une puissance d’un nombre premier p, montrer en utilisant
le corps fini F x qu’il existe un bracelet de De Bruijn. On pourra considérer g un générateur
du groupe multiplicatif IE‘qu et décomposer les ¢¢ dans la base 1,g,...,¢g" ! de Fx sur F,.

(Commencer par obtenir un « presque » bracelet de De Bruijn, de longueur ¢* — 1, qui contient
toutes combinaison de k& perles sauf une.)

(2) Comment peut-on obtenir un bracelet de De Bruijn lorsque ¢ n’est pas une puissance
d’un nombre premier mais un produit de telles puissances (c’est-a-dire un entier naturel non
nul quelconque) ?

Corrigé. (1) Manifestement, si g est un générateur du groupe multiplicatif IFqu, les élé-

ments 1,g,...,g" ! sont libres sur F,, donc sont une F,-base de Fx. Pour tout 7 € Z, posons
gt = oz((f) + agi) g+---+ 04521 g*~1. Montrons que la suite (oz(()i))i (périodique de période p* — 1)
est un « presque » bracelet de De Bruijn, en ce sens qu’il s’y trouve chaque k-uplet d’éléments
de I, a I’exception du k-uplet nul.

Remarquons d’abord que tout k-uplet a I’exception du k-uplet nul est la valeur pour un
certain 7 de (@éi), agi), o ,a,(le) (puisqu’il existe bien un i pour lequel g' = a(()i) + agi) g+
et 041(21 g"™1). Reste 2 expliquer pourquoi I’application F-linéaire (: Fop — (F,)* qui en-
voie z € F x sur les coordonnées respectives sur I’élément 1 (de la base 1, g, ... g de
gz, g%z, ..., g"x (autrement dit, de fagon peut-étre plus claire,  envoie ¢° = oz(()i) +a§i) g+---+

ol gL sur (ol ™)), est bijective. Or la matrice de  sur la base g"~*,. .., g,1

(au départ, et la base canonique a I’arrivée) est (a(()kfj H')) ji» donc triangulaire (car a(()i) = 0si

0 < 7 < k) de diagonale (a(()k), . ,aék)), donc inversible (o) ne peut pas étre nul, sinon ag’)
serait nul pour tout ¢ > 0 et on ne pourrait pas avoir gpk*1 =1).

Une fois obtenu un tel « presque » bracelet de De Bruijn, auquel il ne manque que le k-
uplet (0, ..., 0), il suffit d’insérer une perle 0 supplémentaire dans une des séquences de k& — 1
perles 0 (il y a ¢ — 1 tels endroits). La longueur du bracelet passe alors de p* — 1 a p¥, et on
se convainc immédiatement que tout k-uplet qui se trouvait dans I’ancien bracelet se trouve
aussi dans le nouveau, et que le k-uplet nul s’y trouve maintenant. On a donc obtenu le bracelet
recherché.

(2) Soient g1, . . ., qs des puissances de nombres premiers distincts, et soient by, . .., by des
bracelets de De Bruijn d’ordre & sur des alphabets Ay, ..., Asaq,...,qs éléments : cherchons
a obtenir un bracelet de De Bruijn b d’ordre £ sur un alphabet (quelconque) a ¢ = ¢; - - - gs
lettres, mettons A = A; X - - - X A,. Pour cela, on définit simplement b(7) = (by (1), . . ., bs(is)),
ol iy, ..., i, sont les réductions de i € Z/q"Z respectivement modulo ¢¥, ..., ¢*. Le théoreme
chinois assure que pour tous éléments iy, . . ., i, de Z/qVZ, . . ., 7./ q"7 respectivement, il existe
un (unique) i € Z/q"Z congru a iy, ..., i, modulo ¢¥, ..., ¢* respectivement. Or ceci signifie
précisément que pour tout k-uplet (ag,...,ar_1) € AF, une fois trouvés (comme by, ..., b,
sont des bracelets de De Bruijn) des indices i1, . . . , i5 dans les périodes respectives de b, . . ., by
ou les k-uplets composantes de (ay, . .., a,_1) dans A, ... A* se situent, on peut trouver un
indice < modulo ¢® ou (ao, ..., a,_1) se situe dans b. C’est-a-dire que b est bien un bracelet de
De Bruijn. v



