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1 (algebres de Clifford). Soitk un corps, qu’on supposera pour simplifier de caractéristique
différente de2 (c’est-a-dire que # 0 dansk), V' un k-espace vectoriel de dimension finie et
q:V — k une forme quadratigdesurV. On appellealgébre de Cliffordassociée ale quotient
C(q) de l'algébre tensoriell&* (V') = @, , V=" deV par son idéal bilatére engendré par tous
les éléments de la forme® x — ¢(x) 1 (obx parcourtV’). Montrer queC'(¢) a une dimension
finie surk qu’on calculera. Que vadt(q) sig = 0 ? Que vaut’(q) siq estla forme quadratique
surR donnée pag(x) = —z? (respectivement(z) = +z2) ?

Montrer que pour tout il existe un espace vectoriel de dimensiothe matrices réelles (de
taille non précisée) dans lequel seule la matrice nulle n’est pas inversible. (Qu’'en e<i-#)sur

Corrigé. Soitv, ..., v, une base orthogonaldeV pourq. Notonse; I'image dev; dans
C(q). Cherchons a déterminer les relations entre:JeSout d’abord, on a? = ¢(v;) pour tout
i. D’autre part, poui # j on a(e; + e;)? = q(vi + v;) = q(v;) + q(v;) (cette derniére égalité
utilisant I'orthogonalité) mais auséi; +e;)* = e +e5+-ee;+e5e; = q(vi) +q(v;) +eiej+eje;,
ce qui prouve queje; = —e;e;. Par conséquent, le produit d’'un nombre quelconque:dss
ramene au signe prés a un produit ordonné, et ensuite a une constante pegsaudalstincts,
donc la dimension d€'(¢) est au plu®” (le nombre de sous-ensembles{de. .., r}) our est
la dimension dé/.

Pour montrer que la dimension est exacten¥nbn appelle temporaireme6t (q) le k-
espace vectoriel dont une base est I'ensemble des produits fermelse;, aveci; < ... < i

dans{1,...,r} (il est donc de dimensio?" exactement), qu’'on munit d’'une structure d'al-
gebre en imposant les relatioag; = —e;e; ete? = ¢(e;) 1 (autrement dit, un produit quel-

conque d’éléments de la base se forme en prenant le produit formellement et en se ramenant
aune;, ---e;_ aveci; < ... < is grace a ces deux relations); I'associativité ¢q) est
claire. On vient de voir qué€’(q) se surjecte su€'(q) (par la fleche évidente) et on veut la
réciprogue ; commeé’(q) est un quotient de I'algébre tensorielf®(1") et qu'on a une fléche
surjective évidentd&* (V') — C’(q), il s’agit simplement de voir que réciproquement toutes les
relationsz? = ¢(z) (pourx € V) sont vérifiées dan§’(q), de sorte qu’on aura une surjection
dans l'autre sens, ét(q) etC’(q) seront bien isomorphes. Or manifestement si on décompose
r =), &v; surla base; on développer® = Zm‘ &i&je;e; et grace aux relations d'anticom-
mutation entre les; on az? = >, e = . E2q(e;) = q(x), comme on le voulait.

Siq = 0, l'algebre de CliffordC'(¢) est simplement I'algébre extérieut@(1) deV. Pour
q(z) = —2? surR = Re, on ac? = ¢(e) = —1 doncC(q) = C (en envoyanty + 3e sur
a + (i) ; pourg(z) = 2%, on ae* = 1 et on voit queC'(¢) = R & R (en envoyantr + (e sur
(Oé + 67 o — ﬂ))

Enfin, donnons-nous > 0, et soitl” un espace vectoriel réel de dimensiomuni d’une
forme quadratique anisotrope (i.e., le seul € V tel queqg(x) = 0 estz = 0 : par exemple
V' = R” muni de la forme euclidienng usuelle). La multiplication par um € V non nul
quelconque sur l'algébre de Clifford(q) est bijective (son inverse esfq(z)), donc définit,
quitte & prendre une base quelconqué’de) une matrice de taille” x 2" inversible, et 'espace
vectoriel de dimensionde toutes les matrices de multiplication par des V' ne contient donc
qgue la matrice nulle comme matrice non inversible, ce qu’on souhaitaitC Serplus grand
espace vectoriel possible de matrices inversibles ou zéro est de diménsiote déterminant
est polynomial et doit donc posséder un zéro non trivial des que la dimension est almoins
(prendre une droite quelconque ne passant pas par l'origine). v

(*) Autrement dit, on suppose quécz) = c2x pour toutc € k etz € V et queq(z + y) — q(x) — q(y) est une forme
bilinéaire enx ety (cette définition convient méme en caractéristigue
(%) On utilise ici le fait que la caractéristique #en’est pas2.
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2 (K-théorie de Milnor des corps finis).  Soit F' un corps. On appeller&’; (F') le groupe
multiplicatif £* considéré comme ur-module (et noté additivement) : on notera'™™ —
K, (F) I''somorphisme en question (aingiab) = ¢(a) + ¢(b) par définition). Notons mainte-
nantK,(F') le quotient de I'algébre tensorielle d€ (F') (surZ) par I'idéal bilatére engendré
par lesl(a) ® ¢(1 — a) poura € F'\ {0,1}. L'algébreK,(F') s’appelle laK-théorie de Milnor
de I'; comme la graduation de I'algébre tensorielle passe au quotient, on peut bien sOr définir
K, (F) comme la partie homogeéene de degr@autrement dit, engendrée par €8s, ) - - - {(a,,)
pouray,...,a, € FX).

Montrer que :

(i) £(a) ¢(—a) = 0 pour touta € F* (on pourra faire intervenif(1 — 1)).
(i) £(a) £(b) = —£(b) £(a) pour tousy, b € F* (on pourra développé(ab) ¢(—ab)),

et par conséquentr = (—1)""zy Siz € K,,,(F) ety € K,,(F).

(iii) £(a)® = €(=1)£(a) = €(a) £(—1) pour touta € F*.
(iv) €(a) £(b) = l(a + b) ¢(—2) lorsquea,b € F* sont tels quer + b # 0 (on

observera que%; + -t = 1).

() (ay)---4(a,) = Olorsqueay, . .. ,a, € F* sonttelsque,+- - -+a, € {0,1}

(on pourra procéder par récurrence guat faire interveni, + as).

Si F est un corps fini, montrer quk,(F) est engendré pdi(g)? ou g est un générateur
de F*, et que2/(g)? = 0. Puis montrer qu’en faif(¢)?> = 0 (lorsqueF’ est de caractéristique
# 2, on utilisera des élémeniset y tels queg(z* + y?) = 1). On en déduit<,,(F) = 0 pour
toutn > 2.

Corrigé. (i) Si a = 1 alors/(a) = 0 et on a fini. Sinon/() ¢(1 — 1) = 0, donc
{(a) £(1 — 1) = 0 et en ajoutant(a) {(—a) on trouvel(a) {(—a) = {(a) (1 — a) =0,

(i) On al(ab) £(—ab) = L(a) t(—a) + £(a) £(D) + £(b) £(a) + £(b) £(—b), et d’aprés (i) on
en deduit/(a) £(b) + £(b) £(a) = 0.

(i) On a0 = l(a)l(—a) = L(a)* + L(a)l(—1) = L(a)* — £(—1)L(a) dONCl(a)* =
¢(—1)¢(a), et ceci est symétrique.

(iv) Posonsc = a + b. Comme? + % =1, 0n a0 = (%) (%) = ¢(a) £(b) — £(a) £(c) —
{(c) £(b)+£(c)?. Donc (en utilisant les résultats précédeiits) £(b) = —¢(c) £(a)+£(c) £(b)+
((c) 6(=1) = £(c) ((—2).

(v) On procéde par récurrence suiLes cas = 1, 2 sont déja connus. Si +a; = 0 alors
déjal(a,) f(az) = 0 et en particulief(a,) - - - £(a,) = 0 : on suppose donc que= a; + ay
n'est pas nul : alors on a vi(a:) ((az) = ((c) {(—%>). Comme I'hypothese de récurrence
assur€(c) {(a3) - - - £(a,) = 0, ceci conclut.

Si F' est un corps fini g éléments, eg un générateur d&’*, alors tout élément d&; (F')
s’écritr/(g) pour un certain (Qu’on peut prendre entieetq — 1). Il sS’ensuit quek,, (F') est
engendré paf(g)". On a déja vu (en (ii)) que/l(g)* = 0.

Reste a expliquer pourquoi(g)? = 0 pour un certain impair : si ' est de caractéristique
2ona(q—1)¢(g) = 0 — donc en particuliefq — 1) ¢(g)?> = 0 — avecq — 1 impair, ce qui
conclut. SiF" est de caractéristique impaire, on rappelle que tout élémehtek somme de
deux carrés (en effet, si ¢ I, limage dex — 2?2 et I'image dey — ¢ — y? ont chacune
% éléments, donc il y a um et uny tels quexr? = ¢ — 32, ce gqu’on voulait) : notamment on
peut trouverr ety tels queg 2 + gy? = 1. On a alors nécessairementy # 0 (sinong serait
un carré, ce qui contredit le fait qu'il est un générateurrttg. Donc (¢(g) + 2¢(x)) (£(g) +
2((y)) = 0. En écrivant: = ¢° ety = ¢' (soitl(z) = s {(g) etl(y) =t {(g)) et en développant,
on trouve bien-¢(g)* = 0 avecr = (1 + 2s)(1 + 2t) impair. Ceci prouvek,(F') = 0 et, en
fait, K,,(F') = 0 pour toutn > 2. v
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3 (complexe de Koszul). Soit A un anneau (commutatif), saitun A-module et soiff: L —
A une forme linéaire suk. Expliquer pourquoi la formule suivante définit bien une application
A-linéaire\" L — \"' L :

AP @ A Ay =Y (DT @) m A Adg A A
=1

(ou z; signifie qu’on aomisx; dans I'expression). En partlcullef(l) f. Veérifier que I'ap-
plicationd;: A*L — A°* L ainsi définie (OU\° L = @ A\ L est I'algébre extérieure de
L, et ou on convient qué 0) vaut() satisfait a la « régle de Leibniz graduée/pz A y) =
AV (z) Ay + (=1) x Ady(y) siz € \' L, et que(dy)? = 0.

On se place a présent dans le cas particulieAes k[z4, . . ., x,], algébre des polyndmes
an indéterminées sur un corpsou L. = A™ et ouf est la forme linéaire qui envoie I'élément
e; de la base canonique d€ sur I'indéterminéer;. Montrer que la suite

d(n) d<3) 2 dP)

oﬁ/\A” LAY LA LAk —o0

est exactg ou toutes les fleches sodf sauf la derniéred — & qui est I'application en-
voyant chaquer; sur(. Pour cela, on pourra procéder par récurrencenseir remarquer que
(pour un anneaul quelconque)\"(A"+1) = A"(A") @ A" '(A") (en tant qued-modules)
d’'une maniére qu’on pourra décrire explicitement (on distinguera I'exactitude au dernier cran,
a l'avant-dernier, et a tous les autres).

Corrigé. Pour vérifier queif est bien défini en chaque degrtédl suffit de constater que
Yo (= )l+1f(:cl) xy Ao ATy A -+ Az, définit une application-linéaire alternée dé”
vers\" 'L, ce qui est faC|Ie (prendr:a = x; pouri # j et constater que tous les termes sont
nuls sauf deux qui s’annulent). Pour vérifier la regle de Leibniz, il suffit de le faire pour les
Ty N ANz, ANyp A--- Ay, - c'est alors clair sur 'expression dzé”s) (x1 A -+ ANys), Sion
isole dans la somme lespremiers termes (qui donnedilgf) (k1L Ao Ax) Ay A+ Ays) et
les s derniers (qui donnert-1)"z; A -+ Az, A dgf) (y1 A -+ - A ys)). Enfin, pour vérifier que
(ds)? = 0, il suffit, de nouveau, de le faire pour lesA- - - Az, : on ad}’”_l)d}’") (T A Axy) =
> isi(= 1)H+e@D f () f(zg) ey A~ AZg A=+~ Ay A--+ Az, 0Ue(d,5) vautl sij < iet0
sij > i, etle term€s, j) compense donc le ternig, 7).

Passons maintenant & la preuve de I'exactitude pouf k[zq,...,z,]. Comme on sait
déja que(d;)? = 0, i.e., que 'image de chaqmé”l) est contenu dans le noyau de la suivante,

dgc), ce qu'il s'agit de prouver est que le noyau est exactement égal a I'image. Remarquons
aussi que I'exactitude au dernier cran est claire (le noyatide. . ., z,] — k est précisément
I'idéal engendré pat;, ..., x,, c'est-a-dire I'image d¢: k[zq, ..., x,]" — klz1,...,z,] qui
envoiee; surz;). C'est I'exactitude aux crans précédents qui pose probleme.

Comme suggére, on procede par récurrencensle casn = 0 étant trivial. Comme
klxy,...,z,,y] est un module libre suk[z,...,x,], rajouter une variable (qu'on notega
plutdt quer,,,; pour simplifier) a la suite exacte par hypothése de récurrence préserve I'exac-
titude : on peut donc sans scrupule remplat@ark(z,, ..., z,, y]. Commengons par prouver
I'exactitude en un crag\"(A"™!) avecr > 2 : decomposon$\ (A1) comme\"(A™) &
A"~ (A™) en mettant d’une part les élémenisA - - - A e;. de la base canonique @¢ (A1)

(3) On rappelle que cela signifie que I'image de chaque application est le noyau de la suivante.
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(oui; < --- < i,) pour lesquels, < n (ce qui les identifie avec des éléments/ifd A™)) et

en envoyant les autres (ceux pour lesqugls n + 1) sure;, A---Ae;,, € N (A"). Avec
cette décomposition, la flechl’: \"(A™1) — A""'(A™*!) devient I'application\"(A") &
NHAY) = N A @A (A7) donnée paiy (u,v) = (d) (u)+(=1) g v, df V()
(obu € N'(A") etv € AN7'(A™). A présent, supposortféf)(u,v) = 0 (i.e., (u,v) est
dans le noyau dégf)), et cherchons a écrirda‘f’") comme l'image d’'un élément pd@”l) (au
cran précédent). On a d’'une part qﬁ@é’l)(v) = 0, ce qui donney = d}’”)(w) pour un cer-
tainw € A"(A") (par exactitude de; donnée par hypothése de récurrence), d'autre part
que dgf)(u + (=1)""'yw) = 0, ce qui permet décrire + (—1)"lyw = de“’(t), donc
UV w) = (dgﬁ”“)(t) + (=1)"yw, df(w)) = (u,v), et on a bien montré I'exactitude en
N (A"1) avecr > 2. Le seul qui reste est= 1 (on a déja fait remarquer que I'exactitude au
dernier cran est claire). Supposons donc@ue) € A™ @ A s’envoie surf(u)+yv =0 € A:
alors—yv = f(u) = zyu; + - - - + x,u,, dans I'idéal engendré pat, . . ., z,, doncv y est aussi
(s’il comportait un mondme ne faisant intervenir aucurrge. . , z,,, ce monéme continuerait,
aprés multiplication pay, de ne pas faire intervenir des variables). Dorgécrit f(w) pour
un certainw € A", pour lequel on a alorg(u + yw) = f(u) +yv = 0, et la suite est identique
au cas > 2 (on écritu + yw = d (t) etalorsd (t,w) = (u, v)). v



