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1 (algèbres de Clifford). Soitk un corps, qu’on supposera pour simplifier de caractéristique
différente de2 (c’est-à-dire que2 6= 0 dansk), V un k-espace vectoriel de dimension finie et
q: V → k une forme quadratique1 surV . On appellealgèbre de Cliffordassociée àq le quotient
C(q) de l’algèbre tensorielleT •(V ) =

⊕∞
n=0 V ⊗n deV par son idéal bilatère engendré par tous

les éléments de la formex⊗ x− q(x) 1 (oùx parcourtV ). Montrer queC(q) a une dimension
finie surk qu’on calculera. Que vautC(q) si q = 0 ? Que vautC(q) si q est la forme quadratique
surR donnée parq(x) = −x2 (respectivementq(x) = +x2) ?

Montrer que pour toutr il existe un espace vectoriel de dimensionr de matrices réelles (de
taille non précisée) dans lequel seule la matrice nulle n’est pas inversible. (Qu’en est-il surC ?)

Corrigé. Soitv1, . . . , vr une base orthogonale2 deV pourq. Notonsei l’image devi dans
C(q). Cherchons à déterminer les relations entre lesei. Tout d’abord, on ae2

i = q(vi) pour tout
i. D’autre part, pouri 6= j on a(ei + ej)

2 = q(vi + vj) = q(vi) + q(vj) (cette dernière égalité
utilisant l’orthogonalité) mais aussi(ei+ej)

2 = e2
i +e2

j +eiej+ejei = q(vi)+q(vj)+eiej+ejei,
ce qui prouve queejei = −eiej. Par conséquent, le produit d’un nombre quelconque desei se
ramène au signe près à un produit ordonné, et ensuite à une constante près à desei tous distincts,
donc la dimension deC(q) est au plus2r (le nombre de sous-ensembles de{1, . . . , r}) oùr est
la dimension deV .

Pour montrer que la dimension est exactement2r, on appelle temporairementC ′(q) le k-
espace vectoriel dont une base est l’ensemble des produits formelsei1 · · · eis aveci1 < . . . < is
dans{1, . . . , r} (il est donc de dimension2r exactement), qu’on munit d’une structure d’al-
gèbre en imposant les relationsejei = −eiej et e2

i = q(ei) 1 (autrement dit, un produit quel-
conque d’éléments de la base se forme en prenant le produit formellement et en se ramenant
à un ei1 · · · eis aveci1 < . . . < is grâce à ces deux relations) ; l’associativité deC ′(q) est
claire. On vient de voir queC ′(q) se surjecte surC(q) (par la flèche évidente) et on veut la
réciproque ; commeC(q) est un quotient de l’algèbre tensorielleT •(V ) et qu’on a une flèche
surjective évidenteT •(V ) → C ′(q), il s’agit simplement de voir que réciproquement toutes les
relationsx2 = q(x) (pourx ∈ V ) sont vérifiées dansC ′(q), de sorte qu’on aura une surjection
dans l’autre sens, etC(q) etC ′(q) seront bien isomorphes. Or manifestement si on décompose
x =

∑
i ξivi sur la basevi on développex2 =

∑
i,j ξiξjeiej et grâce aux relations d’anticom-

mutation entre lesei on ax2 =
∑

i ξ
2
i e

2
i =

∑
i ξ

2
i q(ei) = q(x), comme on le voulait.

Si q = 0, l’algèbre de CliffordC(q) est simplement l’algèbre extérieure∧•(V ) deV . Pour
q(x) = −x2 surR = Re, on ae2 = q(e) = −1 doncC(q) = C (en envoyantα + βe sur
α + βi) ; pourq(x) = x2, on ae2 = 1 et on voit queC(q) = R ⊕ R (en envoyantα + βe sur
(α + β, α− β)).

Enfin, donnons-nousr ≥ 0, et soitV un espace vectoriel réel de dimensionr muni d’une
forme quadratiqueq anisotrope (i.e., le seulx ∈ V tel queq(x) = 0 estx = 0 : par exemple
V = Rr muni de la forme euclidienneq usuelle). La multiplication par unx ∈ V non nul
quelconque sur l’algèbre de CliffordC(q) est bijective (son inverse estx/q(x)), donc définit,
quitte à prendre une base quelconque deC(q) une matrice de taille2r×2r inversible, et l’espace
vectoriel de dimensionr de toutes les matrices de multiplication par desx ∈ V ne contient donc
que la matrice nulle comme matrice non inversible, ce qu’on souhaitait. SurC, le plus grand
espace vectoriel possible de matrices inversibles ou zéro est de dimension1, car le déterminant
est polynomial et doit donc posséder un zéro non trivial dès que la dimension est au moins2
(prendre une droite quelconque ne passant pas par l’origine). X

(1) Autrement dit, on suppose queq(cx) = c2x pour toutc ∈ k et x ∈ V et queq(x + y) − q(x) − q(y) est une forme
bilinéaire enx ety (cette définition convient même en caractéristique2).
(2) On utilise ici le fait que la caractéristique dek n’est pas2.
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2 (K-théorie de Milnor des corps finis). Soit F un corps. On appelleraK1(F ) le groupe
multiplicatif F× considéré comme unZ-module (et noté additivement) : on notera`: F× →
K1(F ) l’isomorphisme en question (ainsi,`(ab) = `(a) + `(b) par définition). Notons mainte-
nantK•(F ) le quotient de l’algèbre tensorielle deK1(F ) (surZ) par l’idéal bilatère engendré
par les̀ (a)⊗ `(1− a) poura ∈ F \ {0, 1}. L’algèbreK•(F ) s’appelle laK-théorie de Milnor
deF ; comme la graduation de l’algèbre tensorielle passe au quotient, on peut bien sûr définir
Kn(F ) comme la partie homogène de degrén (autrement dit, engendrée par les`(a1) · · · `(an)
poura1, . . . , an ∈ F×).

Montrer que :
(i) `(a) `(−a) = 0 pour touta ∈ F× (on pourra faire intervenir̀(1− 1

a
)).

(ii) `(a) `(b) = −`(b) `(a) pour tousa, b ∈ F× (on pourra développer`(ab) `(−ab)),
et par conséquentyx = (−1)mnxy si x ∈ Km(F ) ety ∈ Kn(F ).

(iii) `(a)2 = `(−1) `(a) = `(a) `(−1) pour touta ∈ F×.
(iv) `(a) `(b) = `(a + b) `(− b

a
) lorsquea, b ∈ F× sont tels quea + b 6= 0 (on

observera quea
a+b

+ b
a+b

= 1).
(v) `(a1) · · · `(an) = 0 lorsquea1, . . . , an ∈ F× sont tels quea1+· · ·+an ∈ {0, 1}

(on pourra procéder par récurrence surn et faire intervenira1 + a2).
Si F est un corps fini, montrer queK2(F ) est engendré par̀(g)2 où g est un générateur

deF×, et que2`(g)2 = 0. Puis montrer qu’en fait̀(g)2 = 0 (lorsqueF est de caractéristique
6= 2, on utilisera des élémentsx et y tels queg(x2 + y2) = 1). On en déduitKn(F ) = 0 pour
toutn ≥ 2.

Corrigé. (i) Si a = 1 alors `(a) = 0 et on a fini. Sinon,̀ ( 1
a
) `(1 − 1

a
) = 0, donc

`(a) `(1− 1
a
) = 0 et en ajoutant̀(a) `(−a) on trouvè (a) `(−a) = `(a) `(1− a) = 0.

(ii) On a `(ab) `(−ab) = `(a) `(−a) + `(a) `(b) + `(b) `(a) + `(b) `(−b), et d’après (i) on
en déduit̀ (a) `(b) + `(b) `(a) = 0.

(iii) On a 0 = `(a) `(−a) = `(a)2 + `(a) `(−1) = `(a)2 − `(−1) `(a) donc `(a)2 =
`(−1) `(a), et ceci est symétrique.

(iv) Posonsc = a + b. Commea
c

+ b
c

= 1, on a0 = `(a
c
) `( b

c
) = `(a) `(b) − `(a) `(c) −

`(c) `(b)+`(c)2. Donc (en utilisant les résultats précédents)`(a) `(b) = −`(c) `(a)+`(c) `(b)+
`(c) `(−1) = `(c) `(− b

a
).

(v) On procède par récurrence surn. Les casn = 1, 2 sont déjà connus. Sia1+a2 = 0 alors
déjà`(a1) `(a2) = 0 et en particulier̀ (a1) · · · `(an) = 0 : on suppose donc quec = a1 + a2

n’est pas nul : alors on a vù(a1) `(a2) = `(c) `(−a2

a1
). Comme l’hypothèse de récurrence

assurè (c) `(a3) · · · `(an) = 0, ceci conclut.
Si F est un corps fini àq éléments, etg un générateur deF×, alors tout élément deK1(F )

s’écrit r`(g) pour un certainr (qu’on peut prendre entre0 et q − 1). Il s’ensuit queKn(F ) est
engendré par̀(g)n. On a déjà vu (en (ii)) que2`(g)2 = 0.

Reste à expliquer pourquoir`(g)2 = 0 pour un certainr impair : siF est de caractéristique
2 on a(q − 1)`(g) = 0 — donc en particulier(q − 1) `(g)2 = 0 — avecq − 1 impair, ce qui
conclut. SiF est de caractéristique impaire, on rappelle que tout élément deF est somme de
deux carrés (en effet, sic ∈ F , l’image dex 7→ x2 et l’image dey 7→ c − y2 ont chacune
q+1
2

éléments, donc il y a unx et uny tels quex2 = c − y2, ce qu’on voulait) : notamment on
peut trouverx ety tels queg x2 + g y2 = 1. On a alors nécessairementx, y 6= 0 (sinong serait
un carré, ce qui contredit le fait qu’il est un générateur deF×). Donc(`(g) + 2`(x)) (`(g) +
2`(y)) = 0. En écrivantx = gs ety = gt (soit`(x) = s `(g) et`(y) = t `(g)) et en développant,
on trouve bienr `(g)2 = 0 avecr = (1 + 2s)(1 + 2t) impair. Ceci prouveK2(F ) = 0 et, en
fait, Kn(F ) = 0 pour toutn ≥ 2. X



TD Algèbre II (2005–2006) Algèbres tensorielle, symétrique, extérieure No2 (corrigé) / page 3

3 (complexe de Koszul). SoitA un anneau (commutatif), soitL unA-module et soitf : L →
A une forme linéaire surL. Expliquer pourquoi la formule suivante définit bien une application
A-linéaire

∧r L → ∧r−1 L :

d
(r)
f (x1 ∧ · · · ∧ xr) =

r∑
i=1

(−1)i+1f(xi) x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ xr

(où x̂i signifie qu’on aomisxi dans l’expression). En particulier,d
(1)
f = f . Vérifier que l’ap-

plication df :
∧• L → ∧• L ainsi définie (où

∧• L =
⊕∞

r=0

∧r L est l’algèbre extérieure de
L, et où on convient qued(0)

f vaut0) satisfait à la « règle de Leibniz graduée »df (x ∧ y) =

d
(r)
f (x) ∧ y + (−1)r x ∧ df (y) si x ∈ ∧r L, et que(df )

2 = 0.
On se place à présent dans le cas particulier oùA = k[x1, . . . , xn], algèbre des polynômes

àn indéterminées sur un corpsk, oùL = An et oùf est la forme linéaire qui envoie l’élément
ei de la base canonique deAn sur l’indéterminéexi. Montrer que la suite

0 →
n∧

(An)
d
(n)
f→ · · · d

(3)
f→

2∧
(An)

d
(2)
f→ An f→ A → k → 0

est exacte3, où toutes les flèches sontdf sauf la dernièreA → k qui est l’application en-
voyant chaquexi sur0. Pour cela, on pourra procéder par récurrence surn et remarquer que
(pour un anneauA quelconque)

∧r(An+1) =
∧r(An) ⊕ ∧r−1(An) (en tant queA-modules)

d’une manière qu’on pourra décrire explicitement (on distinguera l’exactitude au dernier cran,
à l’avant-dernier, et à tous les autres).

Corrigé. Pour vérifier quedf est bien défini en chaque degrér, il suffit de constater que∑r
i=1(−1)i+1f(xi) x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ xr définit une applicationr-linéaire alternée deLr

vers
∧r−1 L, ce qui est facile (prendrexi = xj pouri 6= j et constater que tous les termes sont

nuls sauf deux qui s’annulent). Pour vérifier la règle de Leibniz, il suffit de le faire pour les
x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ y1 ∧ · · · ∧ ys : c’est alors clair sur l’expression ded(r+s)

f (x1 ∧ · · · ∧ ys), si on

isole dans la somme lesr premiers termes (qui donnentd
(r)
f (x1 ∧ · · · ∧ xr) ∧ y1 ∧ · · · ∧ ys) et

less derniers (qui donnent(−1)r x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ d
(s)
f (y1 ∧ · · · ∧ ys)). Enfin, pour vérifier que

(df )
2 = 0, il suffit, de nouveau, de le faire pour lesx1∧· · ·∧xr : on ad

(r−1)
f d

(r)
f (x1∧· · ·∧xr) =∑

i6=j(−1)i+j+ε(i,j)f(xi) f(xj) x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ x̂j ∧ · · · ∧ xr oùε(i, j) vaut1 si j < i et0
si j > i, et le terme(i, j) compense donc le terme(j, i).

Passons maintenant à la preuve de l’exactitude pourA = k[x1, . . . , xn]. Comme on sait
déjà que(df )

2 = 0, i.e., que l’image de chaqued(r+1)
f est contenu dans le noyau de la suivante,

d
(r)
f , ce qu’il s’agit de prouver est que le noyau est exactement égal à l’image. Remarquons

aussi que l’exactitude au dernier cran est claire (le noyau dek[x1, . . . , xn] → k est précisément
l’idéal engendré parx1, . . . , xn, c’est-à-dire l’image def : k[x1, . . . , xn]n → k[x1, . . . , xn] qui
envoieei surxi). C’est l’exactitude aux crans précédents qui pose problème.

Comme suggéré, on procède par récurrence surn, le casn = 0 étant trivial. Comme
k[x1, . . . , xn, y] est un module libre surk[x1, . . . , xn], rajouter une variable (qu’on noteray
plutôt quexn+1 pour simplifier) à la suite exacte par hypothèse de récurrence préserve l’exac-
titude : on peut donc sans scrupule remplacerA park[x1, . . . , xn, y]. Commençons par prouver
l’exactitude en un cran

∧r(An+1) avecr ≥ 2 : décomposons
∧r(An+1) comme

∧r(An) ⊕∧r−1(An) en mettant d’une part les élémentsei1 ∧ · · · ∧ eir de la base canonique de
∧r(An+1)

(3) On rappelle que cela signifie que l’image de chaque application est le noyau de la suivante.
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(où i1 < · · · < ir) pour lesquelsir ≤ n (ce qui les identifie avec des éléments de
∧r(An)) et

en envoyant les autres (ceux pour lesquelsir = n + 1) surei1 ∧ · · · ∧ eir−1 ∈
∧r−1(An). Avec

cette décomposition, la flèched(r)
f :

∧r(An+1) → ∧r−1(An+1) devient l’application
∧r(An)⊕∧r−1(An) → ∧r−1(An)⊕∧r−2(An) donnée pard(r)

f (u, v) = (d
(r)
f (u)+(−1)r+1y v, d

(r−1)
f (v))

(où u ∈ ∧r(An) et v ∈ ∧r−1(An)). À présent, supposonsd(r)
f (u, v) = 0 (i.e., (u, v) est

dans le noyau ded(r)
f ), et cherchons à écrired(r)

f comme l’image d’un élément pard(r+1)
f (au

cran précédent). On a d’une part qued
(r−1)
f (v) = 0, ce qui donnev = d

(r)
f (w) pour un cer-

tain w ∈ ∧r(An) (par exactitude dedf donnée par hypothèse de récurrence), d’autre part
que d

(r)
f (u + (−1)r+1y w) = 0, ce qui permet décrireu + (−1)r+1y w = d

(r+1)
f (t), donc

d
(r+1)
f (t, w) = (d

(r+1)
f (t) + (−1)ry w, df (w)) = (u, v), et on a bien montré l’exactitude en∧r(An+1) avecr ≥ 2. Le seul qui reste estr = 1 (on a déjà fait remarquer que l’exactitude au

dernier cran est claire). Supposons donc que(u, v) ∈ An⊕A s’envoie surf(u)+yv = 0 ∈ A :
alors−yv = f(u) = x1u1 + · · ·+xnun dans l’idéal engendré parx1, . . . , xn doncv y est aussi
(s’il comportait un monôme ne faisant intervenir aucun dex1, . . . , xn, ce monôme continuerait,
après multiplication pary, de ne pas faire intervenir des variables). Doncv s’écrit f(w) pour
un certainw ∈ An, pour lequel on a alorsf(u + yw) = f(u) + yv = 0, et la suite est identique
au casr ≥ 2 (on écritu + yw = d

(2)
f (t) et alorsd(2)

f (t, w) = (u, v)). X


