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Avertissement : Pour obtenir une trés bonne note, il n’est pas nécessaire de répondre a I’en-
semble des questions.

1. Déterminer le groupe de Galois sur Q des polyndmes suivants :

(@)t +1;

(b) 32t% + 16t* — 323 — 124 + 6t + 1 = 32[[,_, (t — cos(2X));

(c) t°> — 70t* — 49t3 — 70t + 98t + 105.

Corrigé.  (a) Le corps de décomposition sur Q de ® + 1 est Q(¢) avec ¢ une racine pri-
mitive 16-ieme de ’unité (les racines primitives 16-iemes, ¢, (3, ¢, ..., ('° sont méme exacte-
ment les racines de t® + 1) : donc le groupe de Galois est (Z/16Z)* = (Z/27Z) x (Z/AZ).

(b) Soit £ = Q(¢) ou ¢ est une racine primitive 11-ieme de 1’unité : ainsi, Gal(F/Q) =
(ZJ)1172)* = (Z)27) x (Z/5Z). En appelant L le corps de décomposition du polyndme consi-
déré, c’est-a-dire engendré par les cos(2%) = £(¢* + (%), on a manifestement Q C L C E,
donc Gal(L/Q) est le quotient de (Z/27) x (Z/5Z) par Gal(E/L) ; or ce dernier contient la
conjugaison complexe, qui est d’ordre 2, et ¢ vérifie sur L 1’équation (2 — 2 COS(?—’{)C +1=0,
bref [F : L] =2et [L: Q] =5 et on peut conclure Gal(L/Q) = Z/5Z.

(c) La réduction modulo 2 de ce polyndme est t° + t3 + 1, qui est irréductible (pour s’en
convaincre, il suffit par exemple de constater que modulo t°> + 3 + 1 on a t3? = ¢, ce qui peut
se faire en élevant successivement au carré : t8 = t* + 3 + t donc t'6 = 3 + 2 et 132 = ¢).
Quant 2 la réduction modulo 5, elle se factorise comme ° + 3 — 2t = t(t+1)(t — 1)(t* +2) et
le facteur t2 + 2 est irréductible : de ces deux considérations on déduit qu’il y a dans le groupe
de Galois sur Q, agissant sur les cinq racines, une transposition et un 5-cycle, or il est facile de
voir qu’une transposition et un 5-cycle engendrent toujours S5 (on peut supposer que le 5-cycle
est (1234 5) et que la transposition est (1 x) avec = valant 2 ou 3). Le groupe de Galois est
donc G5.

On pouvait aussi remarquer que le polyndme est d’Eisenstein en 7 pour obtenir I’ irréducti-
bilité : avec la réduction modulo 5 cela permet de conclure car tout sous-groupe transitif de G;
contenant une transposition est tout G5. La transposition pouvait aussi s’obtenir en consta-
tant que le polyndme a deux racines complexes conjuguées (mais c’est beaucoup plus fasti-
dieux que de réduire modulo 5). On pouvait aussi déduire de la réduction modulo 3, a savoir
t5—t* — 3 —t2 —t =t(t — 1)(#3 — t + 1) I’existence d’un 3-cycle dans le groupe de Galois
(mais ¢a n’exclut pas la possibilité de s). v

2. Soientn > 1 un entier et R un anneau commutatif. Soient L le module libre R?" et A une
matrice de format 2n x 2n a coefficients dans R qui est antisymétrique, c’est-a-dire que I’on a
ai; = 0eta; = —aj; pour tous 1 < i, j < 2n. On définit 1'élément w(A) de A*"(L) par

W(A> = Z ;5 €; VAN €;
i<j
(a) Supposons que n = 2. Expliciter un polynéme Pf en les variables X;;, 1 <1 < 5 < 4,
a coefficients entiers tel qu’on ait

w(A)? =2 Pf(A)e; Aey Aes A ey

(b) Montrer qu’il existe un unique polyndéme Pf, le pfaffien, a coefficients entiers en les
variables X;;, 1 <i < j < n, tel qu’on ait

u)(A)" =nl Pf(A) e1 N\ Negp
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quels que soient R et A.
(c) Soit f: R*™ — R?" une application R-linéaire de matrice B dans la base canonique.

Montrer qu’on a
w(BA'B) = N'(f) (w(A))

En déduire qu’on a
Pf(B A'B) = det(B) Pf(A)

quels que soient R, A et B.
(d) Supposons que R est un corps et que A est inversible. Rappelons qu’il existe alors une
matrice inversible B telle que A = B J'B, ou

0 I,
=[]

det(A) = Pf(A)?

(e) Montrer que 1’on a det = Pf?, pour une matrice antisymétrique, dans I’anneau des poly-
nomes a coefficients entiers en les variables X;;, 1 < 1,7 < 2n.

Corrigé. (a) Pour n = 4, ona w(A) = ajpe; Aey+ajge; Aes+ ajger A ey + aos
€3 A ez + ages A ey + azses A ey. En développant w(A)?, chacun de ces six termes n’a un
produit non nul quavec un seul autre, et on trouve w(A)? = 2(ajpass — a13az4 + a14a93)
e1 N\ ey A ez A ey, d’out le polyndme recherché, X5 X34 — X13X04 + X714 X03.

(b) En développant completement w(A)?, seuls subsistent les termes produits de a;; ¢; A e;
ou tous les ¢ et j qui interviennent dans les différents facteurs sont distincts. On peut donc écrire
w(A)? =37 TIiZ) @y i) ey Aeyi) ol la somme porte sur les couples (+y, 7') d’injections
{1,...,n} —{1,...,2n} aimages disjointes et vérifiant (i) < ~'(7) pour tout i (et le produit
aun sens vu que sur les éléments de degré pair la multiplication dans /\2"(L) est commutative).

En réordonnant chaque produit pour faire intervenir € = e; A - - - A ea,,, On voit que chaque
[Ti 1 @) €y A ey se rééerit e(y| 1Y) (T, ayyv(i)) € ¢ est-a-dire affublé d’un signe
e(y]|7') qui est le signe de la permutation ~y||y’ de {1,...,2n} obtenu en intercalant -y et ~'
(formellement, pour 1 < ¢ < n,ona (y||y)(2i — 1) = v(i) et (v||7)(2i) = /(7).

Or, pour v, deux injections {1,...,n} — {1,...,2n} a images disjointes, cette signa-
ture £(y||7") ne dépend que de ’ensemble des couples (y(i),~'(2)) (puisque, de nouveau, les
e~(i) /\ e/(;) commutent entre eux), et donc, avec la contrainte (i) < (i), de I’ensemble &
des paires {v(7),~'(7)}.

On peut donc réécrire w(A)? comme, sur tous les couples (v,7’) comme précédemment,
des termes €(B) ([[cp @) € avec B = {{7(i),~'(i)}}, ob ay = a;; si b = {i,j} avec i < j,
ete(A) = e(v||7'). Chaque partition # de {1, ..., 2n} en parties a deux éléments donne, dans
cette somme, n! termes tous égaux, un pour chaque v (énumérant I’ensemble des min b pour b €
2B), ' étant alors uniquement déterminé : on a ainsi w(A)? = n!Y,e(B) ([[hen @) &
ol A parcourt les partitions de {1,...,2n} en parties a deux éléments. On a donc défini
Pf(A) = 3", e(%) [I,c4 a- qui est manifestement un polyndme universel a coefficients en-
tiers en les X;, = X, (si on veut, on applique ce qui précede a la matrice A sur R = Z[(X;;)i<;]
dont les coefficients sont les indéterminées, et on spécialise).

(c) Appelons a;; les coefficients de la matrice B A'B (manifestement antisymétrique), de
sorte que w(B A'B) = Ei<j ajie; \ej ol aj; = > i bikbjeare. Mais on peut alors écrire
Zi<j CL;J- e; N\ €; = Zi<j Zké bikbj[akg e; N\ €; = Zi<j k<g(bikbjf - bigbjk)akg e; N\ €. Ceci
vaut donc encore ), _, ajy Zi<j(bikbjg — bibjk) €; A ej. Mais Zi<j(bikbjg — bjkbie) ei Nej =

Montrer que ’on a
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> i binbjeei Nej = f(ex) A f(er). On a donc prouvé que w(BA'B) = >, ape f(ex) A
Flen) = N () (w(4).

En particulier, w(B A'B)" = A*"(f) (w(A)") = det(B) w(A)", ce qui donne exactement
Pf(B A'B) = det(B) Pf(A).

(d) La formule précédente appliquée 8 A = B J'B donne Pf(A) = det(B) Pf(J). Mais
Pf(.J) est manifestement un signe (en I’occurrence (—1)""~1/2 mais peu importe) vu que, dans
I’expression )  , (%) | [, J» obtenue plus haut, une seule partition % (a savoir {{1,n + 1},
{2,n+2},...,{n,2n}}) donne un terme non nul : donc Pf(A)? = det(B)? = det(A).

(e) Les polyndmes det et Pf* (éléments de Z[(X;;)i<;]) prennent les mémes valeurs sur un
ouvert des matrices A € My, (R)*%Y™ donc ils sont égaux. v

3. Soit A un anneau (commutatif ou non commutatif). Un A-module (a gauche) P est projectif
s’il existe un A-module Q) tel que P & () est libre.

(a) Observer que tout module libre est projectif. Donner un exemple d’anneau A et de
module P qui est projectif mais n’est pas libre.

(b) Montrer qu’on a équivalence entre

(1) P est projectif;
(ii) pour tout morphisme surjectif de A-modules f: M — P, il existe un mor-
phisme g: P — M tel que fg = idp.

(c) Montrer qu'un A-module P est projectif et de type fini ssi il existe un A-module ) tel
que P @ @ est libre de type fini.

(d) Supposons que A est un anneau commutatif et local, c’est-a-dire qu’il admet un unique
idéal maximal. Notons m cet idéal et k le corps A/m. Montrer que tout A-module projectif et
de type fini est libre. Indication : on pourra construire une base de P en relevant une base de
I’espace vectoriel P/mP.

Corrigé. (a)Si P estlibre, P est projectif puisque P &0 est libre. La réciproque n’est pas
vraie : P = Z /27 est un module projectif sur A = Z/6Z puisque A® Q) = A avec Q) = Z/3Z,
mais manifestement P n’est pas libre.

(b) Si P® Q estlibre, et f: M — P est A-linéaire et surjective, considérons f @ idg: M &
@ — P & (@ : visiblement elle est encore surjective. En relevant les éléments d’une base de
P & @ on peut donc trouver g1: P & Q — M & Q tel que (f @ idg)g1 = idpeg. Mais alors si
x € Pestvucomme (z,0) € P& Q,onag(z,0) = (y, z) vérifiant f(y) = z et 2 = 0 : donc
en définissant g comme la composée P - P 3 Q B M & Q — M,onay = g(x) qui vérifie
f(y) = z, ce qu’on voulait : ceci démontre (ii).

Réciproquement, si P vérifie (ii), soit f: AU} — P une surjection (A-linéaire) quelconque
vers P depuis un module libre (par exemple, on peut prendre pour / I’ensemble sous-jacent
a P, ou en fait n’importe quelle partie génératrice, et f envoyant une combinaison A-linéaire
formelle d’éléments de P sur la combinaison en question dans P), et soit g: P — A une
section de f dont I’existence est garantie par (ii). Alors en posant () = ker f et en identifiant P
aimg,onaP® Q= AW,

(c) Si P est projectif de type fini, en reprenant la démonstration de (i)=-(ii) ci-dessus avec
I fini, on voit qu’on peut écrire P @ Q = A’ libre de type fini. Réciproquement, si P & ( est
libre de type fini, manifestement P est projectif, mais il est aussi de type fini comme quotient
de P & () (image par la surjection canonique).

(d) Soit P un module projectif de type fini sur A (commutatif local). Considérons P =
P/mP, espace vectoriel sur k = A/m. Soit €y, ..., ¢, une base de P comme k-espace vec-
toriel (finie car P est de type fini) : d’apres le lemme de Nakayama, si ey, ..., e, sont des
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relevements quelconques des ¢e; a P, alors ils engendrent P, c¢’est-a-dire que f: A — P (en-
voyant (ai, ...,a,) sur aje; + - - - +a,e,) est surjective. Et d’aprés ce qu’on a déja expliqué sur
les modules projectifs, on peut écrire A” = P @ () en identifiant P a I’image d’une injection
g: P — A" telle que fg = idp et () au noyau de f. Pour conclure, il s’agit de prouver que
@ = 0 (c’est-a-dire que f est un isomorphisme). Orsiz € Qonaae; +---+ a6, =0 € P
donc a; € m pour tout ¢, c’est-a-dire que ( C m”. Mais on a mieux : puisque A" = P &
donc aussi m” = mP & m(), et que la projection d’un élément x € () sur le premier terme
dans cette décomposition est f(x) = 0, on a Q = m(). Mais d’apres le lemme de Nakayama
(vu que ), comme quotient de A" est encore de type fini) ceci implique ) = 0, ce qu’il fallait
démontrer. v

4. Soient K un corps et A une K -algeébre de dimension finie (non nécessairement commu-
tative). L’algebre A est séparable si 1’application de multiplication j: A ® x A — A admet
une section o qui est A-linéaire a gauche et a droite, c’est-a-dire que o est une application
K-linéaire de A dans A ® A telle que uo = id4 et ao(b) = o(ab) = o(a)b pour tous a et b
dans A.

(a) Montrer que A est séparable si et seulement si il existe un élément p dans A @5 A tel
que 1(p) = 1 et ap = pa pour tous a dans A.

(b) Montrer que M, (K) est séparable pour tout entier n > 1. Indication : essayer p =
Yo B ® Ey;.

(c) Montrer qu’un produit de deux algebres est séparable si et seulement si chacun des
facteurs I’est.

(d) Montrer qu’une algebre semi-simple de dimension finie sur un corps algébriquement
clos est séparable.

(e) Supposons que A est séparable et que B est une K -algebre quelconque. Soit

n

=Y dod

i=1
un élément comme dans (a). Soient M et M’ des AR i B-modules et p: M — M’ un morphisme
B-linéaire. Montrer que 1’application p: M — M’ qui envoie un élément m de M sur

> dip(ajm)
i=1

est A @ B-linéaire. Montrer que si M’ est un sous-module de M et que la restriction de p a
M’ est I’identité, alors la restriction de p a M’ est I’identité.

(f) Montrer que si A est séparable et que B est une K-algebre semi-simple, alors A @ B
est semi-simple.

(g) Montrer que A est semi-simple ssi A°P I’est. Indication : I’espace vectoriel DA des
formes linéaires f: A — K devient un A-module pour I’action donnée par (af)(b) = f(ba)
et les sous-modules de D A sont en bijection naturelle avec les sous-modules du A°P-module
libre A°P.

(h) Montrer que A est séparable si et seulement si A @ B est semi-simple pour toute
K -algebre semi-simple B si et seulement si A ® g A°P est semi-simple.

Corrigé.  (a) Si A est séparable, p = o(1) (ol o est une section (A, A)-linéaire de p)
vérifie u(p) = letap = ac(1l) = o(a) = o(1)a = pa pour tout a € A. Réciproquement, si un
tel élément p existe, on définit 0: A — A @ A paro(a) = ap:ona puo(a) = p(ap) = a pour
tout a, et ac(b) = abp = o(ab) = apb = o(a)b.
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(b) Soit p = >0 B @ Ey; € M, (K) ®k M, (K), ot E;; est la base canonique de
M, (K).Onau(p) =>."  EnEy =) | Ey =1,etsia € M,(K) est quelconque, qu’on
décompose comme a = Zk,ﬂ areEye, alors ap = >0 aE;n @ By = Ezw BBy @ By =
Zk ’ ape By ® Epp et de méme pa = Z?:l FEqi® Eua= Zk ‘ Eiq® Elgak7g donc ap = pa.

(¢) Soient A’ et A” deux K -algebres de dimension finie, et A = A’ x A” (comme K-
espaces vectoriels, A = A'@ A”, eton abien stir 1 4 = (14, 1a~) qu’on pourra écrire 14/ + 1 4~
en identifiant A" et A” 2 A’ ® 0 et 0 @ A” respectivement).

Si A’ et A” sont séparables, soient o, p” tels que donnés par la question (a) témoignant
de la séparabilité de A’ et A”, et dans I’écriture A ®x A = (A @k A') & (A @k A”) &
(A" @ A') @ (A" @k A”) considérons I’élément p = p' + 0 + 0 + p”. On a alors d’une part
w(p) = 1a+140 = 14 etd’autre part pour a = (a/,a”) € Aonaap = da'p'+0+0+d"p" = pa.
Donc A = A’ x A” est séparable.

Réciproquement, si A est séparable, considérons la décomposition de p € A Qi A sur
Pécriture A @ A = (A @k A') @ (A @k A”) & (A" @ A') & (A” ®K A”), mettons
p=1p +0+ 0+ p".Enobservant 14 p = p' + 9 + 0+ 0et pla = p' + 0+ d5 + 0 on voit
qued; =02 =0:ainsip=p +04+0+p"avecp € A/ @ A etp’ € A”®x A”.On a
1a = pulp) = p(p) 4+ u(p”) donc pu(p') = 1a et u(p”) = 1ar; enfin, sia = (a’,a”) € A, alors
ap=ap +0+0+a’p" donc ap = pa implique a’'p’ = p'a’ et a”’p” = p”a”. Ceci prouve que
A’ et A” sont séparables.

(d) On a vu aux questions précédentes que les algebres de matrices sont séparables et
que les produits d’algebres séparables sont séparables : or si K est algébriquement clos, toute
algebre semi-simple de dimension finie sur K est un produit d’algebre de matrices sur K —
elle est donc séparable.

(e) Manifestement p est additif (Z-linéaire, et méme K-linéaire). Sib € Betm € M
alors p envoie bmn (c’est-a-dire (14 ® b)m) sur ) . alp(a;bm) =Y. a;bp(a;m) = bp(m), donc
la B-linéarité est claire (insistons sur le fait que, dans A ® B, les éléments provenant de A,
c’est-a-dire les a ® 1 et ceux provenant de B, ¢’est-a-dire les 1 4 ® b, commutent). Maintenant,
sia € Aettoujours m € M,onap(am) =) . a;p(alam). Mais ), al ® ala =) . aa] @ af,
ce qui signifie que pour foute application K-bilinéaire ¢: A x A — V ona ) ¢(a}, ala) =
> plaas, af), et en particulier en appliquant ¢a a ¢: A x A — M envoyant (u, v) sur up(vm),
ona Y, aplalam) = ¥, aalp(alm), soit Blam) = ap(m).

Si M’ est un sous-module de M et p: M — M’ une rétraction, alors pour m € M’ on a
p(m) = >, ajp(alm) = >, ala!m = m puisque I’élément p vérifie p(p) = 1 c’est-a-dire
précisément ) . ala’

(f) Soit M un A ® B-module et M’ un sous-module : on va montrer que M’ admet un
supplémentaire dans M ; or ceci revient a trouver une rétraction A @ B-linéaire M — M.
Mais puisque B est supposée semi-simple, on sait qu’il existe une rétraction B-linéaire p: M —
M’. La question précédente montre alors précisément que p est une rétraction A ® ;c B-linéaire.

(g) 11 suffit de montrer que si A est semi-simple alors A°P I’est. On va donc montrer que
tout sous- A°’-module de A°P admet un supplémentaire.

Pour cela, on introduit le K -espace vectoriel DA dual de A, qu’on munit d’une structure
de A-module (a gauche) en posant (af)(b) = f(ba) si f est une forme K-linéaire sur A. Si
M C A est un sous-K -espace vectoriel on lui associe le sous- K -espace vectoriel M+ C DA
défini par M+ = {f € DA : f|, = 0} : on sait bien que M+ détermine M (comme I’ensemble
des x € A tels que f(z) = 0 pour tout f € M), que tout sous-K-espace vectoriel de DA
s’obtient de la sorte, et que 1’application M s M est décroissante (inverse les inclusions)
et transforme intersections en sommes et réciproquement. Or si M est un sous-A°°-module
de A°P, ou, ce qui revient au méme, un sous-A-module a droite de A, alors M+ est un sous-

— 1,
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A-module (2 gauche) de DA puisque pour x € M et f € M+ ona (af)(z) = f(za) =0
sia € A (vuque za € M); et réciproquement, si M+ est un sous-A-module (2 gauche)
de DA alors M est un sous-A-module 2 droite de A puisque pour v € M et f € M+ ona
f(za) = (af)(z) = 0sia € A (etcar M détermine M comme rappelé ci-dessus). A présent,
si M est un sous-A°P-module de A°P, ou plutdt un sous-A-module a droite de A, le sous-A-
module M~ de DA admet un supplémentaire DA = M=+ & (), et on peut écrire ) = N1, ou
N est un sous-A-module a droite de A, et DA = M+ @ N+ assure M & N = A. On a donc
bien prouvé que A°P est semi-simple.

(h) Si A est séparable, on a vu en (f) que A ® B est semi-simple pour toute K -algebre
semi-simple B, et d’apres la question précédente en particulier A @ A°P est semi-simple. Il
reste donc a expliquer pourquoi la semi-simplicité de A ® x A°? implique la séparabilité de A.

Si A ® A°P est semi-simple, considérons la structure de A ®; A°°-module sur A donnée
par (a ® b)xr = axb (ceci revient a considérer A comme un (A, A)-bimodule de la fagon
évidente). Alors I’application ji: A @ A°® — A donnée par a @ b — ab est A @ A°P-linéaire,
et elle est manifestement surjective : puisque A ®  A°P est supposé semi-simple, il existe donc
une section 5: A — A® AP (c’est-a-dire qu’on a 16 = id 4) qui soit A @ x A°P-linéaire, donc
vérifiant 5 (axb) = (a®b) ¢(x) : or si on considere 0: A — AQx Aaulieude 5: A — ARy AP
(en identifiant A°? 2 A comme K -espace vectoriel), il vérifie cette fois o(azb) = ao(z)b —
c’est précisément la propriété par laquelle on a défini la séparabilité. v



