
TD Algèbre II (2005–2006) Examen 2006-05-22 (corrigé) / page 1

1. SoitV un espace vectoriel hermitien complexe de dimension finien, de base(e1, . . . , en).
On ne suppose pas que cette base est orthonormale. On désigne par〈·, ·〉 le produit scalaire
de V , supposé linéaire en la deuxième variable. Pour1 ≤ i ≤ n, soit si une transformation
unitaire telle quesi(ei) = ciei avecci 6= 1 et de sous-espace de vecteurs invariants l’orthogonal
deei. On appelleW le sous-groupe deGL(V ) engendré par lessi.

(i) Soit x ∈ V . Exprimersi(x) comme combinaison linéaire dex et deei.
(ii) Soit k un entier supérieur ou égal à1. Montrer que tout élément de

∧k(V ) invariant
parW est nul. (On pourra procéder par récurrence surn en considérant le sous-espaceV ′ de
base(e1, . . . , en−1), et en décomposantV comme somme directe deV ′ et de son supplémen-
taire orthogonal.)

(ii) On suppose queW est fini. Montrer que pour tout élémentA deEnd(V ) on a :
∗∑w∈W det(A− w) = card(W ) · det(A)
∗∑w∈W det(id−Aw) = card(W )

En déduire que pour toutA deEnd(V ) il existew ∈ W tel queAw n’ait aucun point fixe non
nul.

Corrigé. (i) Pour toutx ∈ V , on asi(x) = x + γi 〈ei, x〉 ei, où γi = ci−1
‖ei‖2 : il suffit de

vérifier cette formule pourx = ei et pourx orthogonal àei, les deux cas étant clairs d’après la
définition. Le fait quesi soit supposée unitaire équivaut à|ci| = 1.

(ii) Tout d’abord, unw ∈ W agit sur
∧k V en envoyantv1∧· · ·∧vk surw(v1)∧· · ·∧w(vk).

Dire qu’un élément est invariant parW signifie simplement qu’il est invariant par tous lessi.
ÉcrivonsV = V ′ ⊕Cq, oùV ′ = Ce1 ⊕ · · · ⊕Cen−1 est le sous-espace vectoriel engendré

par lesn − 1 premiers vecteurs de la base, etq un vecteur orthogonal àV ′. On peut alors
décomposer

∧k V en
∧k V ′ ⊕ (q ∧∧k−1 V ′) — où le second terme est à comprendre comme

l’ensemble des éléments de la formeq ∧ z avecz ∈ ∧k−1 V ′ (qui est alors uniquement défini).
Supposons maintenantτ ∈ ∧k V , et soitτ = τ ′ + q ∧ τ ′′ sa décomposition comme on vient de
l’expliquer, oùτ ′ ∈ ∧k V ′ etτ ′′ ∈ ∧k−1 V ′. Pour1 ≤ i ≤ n−1, on asi(τ) = si(τ

′)+q∧si(τ
′′)

(puisqueq est invariant parsi). Si on supposeτ invariant pars1, . . . , sn, on voit alors queτ ′

et τ ′′ sont invariants par la restriction des1, . . . , sn−1 à V ′ : en procédant par récurrence surn
(l’hypothèse de récurrence portant sur toutk ≥ 1), on peut donc supposerτ ′ = 0, et τ ′′ = 0
sauf dans le cas oùk = 1. Il n’y a donc plus que ce seul cas à traiter : on a alorsτ = λq ∈ V
orthogonal àe1, . . . , en−1, mais l’invariance parsn (et le fait quecn 6= 1) montre qu’on a aussi
τ ⊥ en. Doncτ ne peut être que nul.

(iii) Soient v1, . . . , vn des éléments quelconques deV : si on développe complètement
(v1 −w(e1)) ∧ · · · ∧ (vn −w(en)), l’un des termes estv1 ∧ · · · ∧ vn, et tous les autres peuvent
s’écrire comme±τw ∧ µ, oùτw est de la formew(ei1) ∧ · · · ∧ w(eik) ∈

∧k V aveck ≥ 1 etµ
est dans

∧n−k V et indépendant dew ; or si on somme sur tous lesw ∈ W , le facteurτw donne
une somme

∑
w∈W τw invariante par l’action deW , donc nulle d’après la question (i), donc∑

w∈W τw∧µ = 0 aussi. Ceci prouve que
∑

w∈W (v1−w(e1))∧· · ·∧(vn−w(en)) = card(W ) ·
v1∧· · ·∧vn (tous les autres termes s’annulent ainsi qu’on vient de le voir) : c’est exactement la
première formule qu’il s’agissait de prouver (avecvi = A(ei)). Pour ce qui est de la seconde,
on peut par exemple remarquer qu’elle découle de la première lorsqueA est inversible (de∑

w∈W det(A−1 − w) = card(W ) · det(A−1) on déduit
∑

w∈W det(id−Aw) = card(W ) en
multipliant pardet(A)), et, comme il s’agit d’une égalité entre fonctions polynomiales, l’égalité
sur une partie dense (les matrices inversibles) suffit à conclure.

Enfin, siAw avait un point fixe non nul pour toutw ∈ W , cela voudrait dire que le noyau de
id−Aw n’est jamais réduit à{0}, doncdet(id−Aw) = 0 toujours, ce qui contredit la seconde
formule qu’on vient de prouver. X
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2. (i) Montrer que si un sous-groupe transitif du groupe symétriqueSn contient un(n − 1)-
cycle et une transposition, alors ce groupe estSn.

(ii) Déterminer le groupe de Galois surQ du polynôme
P (X) = X6 − 12X4 + 15X3 − 6X2 + 15X + 12.

Corrigé. (i) Quitte à réordonner les éléments, on peut supposer que le(n− 1)-cycle est
(2 3 · · · n). Si la transposition est(a b), puisque le groupe est transitif on peut supposera = 1
(en conjuguant par un élément qui s’y ramène) et quitte à conjuguer par la bonne puissance du
cycle queb = 2. Or il est assez clair que(1 2) et (2 3 · · · n) engendrent bienSn.

(ii) Le polynômeP est irréductible : cela découle du critère d’Eisenstein appliqué au
nombre premier3. En réduisantP modulo2, on trouveX6 + X3 + X = X (X5 + X2 + 1), et
X5 +X2 +1 est irréductible modulo2 (il suffit de vérifier qu’il n’a de racine ni dansF2 ni dans
F4, ce qui prouve qu’il n’a de facteur ni de degré1 ni de degré2) ; donc le groupe de Galois deP
sur les rationnels (vu comme sous-groupe deS6) doit contenir un5-cycle. Enfin, en réduisant
modulo5, on trouveX6−2X4−X2 +2 = (X−1)(X−2)(X−3)(X−4)(X2−2), etX2−2
est irréductible modulo5 ; donc le groupe de Galois deP doit contenir une transposition. Le
(i) permet alors de conclure que ce groupe de Galois estS6 tout entier. X

3. SoitK ⊆ L une extension galoisienne finie. On considèreL comme unK-espace vectoriel
et, pour toutx ∈ L, l’applicationK-linéaire deL dansL donnée par la multiplication parx.
Montrer que le déterminant de cette application linéaire est le produit de tous les conjugués
dex (comptés avec leur multiplicité).

En déduire que siK est un corps fini ou bien le corpsC(t), il existe pour tout entier
natureld un polynôme homogène de degréd end variables surK dont le seul zéro est le zéro
trivial (l’origine).

Corrigé. SoitG = Gal(L/K) le groupe de Galois deL surK etx ∈ L, et soitH le fixa-
teur dex dansG ; on appelleraG/H l’ensemble{σH} des classes à gauche. Alors l’ensemble
des conjugués dex est{σ(x) : σ̄ ∈ G/H} (dont le nombre estcard(G/H) = degK(x)). Le
polynôme minimal dex surK est

∏
σ̄∈G/H(X − σ(x)) ∈ K[X], et c’est évidemment aussi le

polynôme minimal de la multiplication parx (dansK(x) ou dansL) donc aussi le polynôme
caractéristique de la multiplication parx dansK(x) (puisqu’il a le bon degré). Ainsi, le déter-
minant de la multiplication parx dansK(x) est

∏
σ̄∈G/H σ(x). En voyantL comme somme de

card(H) = [L : K(x)] copies deK(x), on en déduit que le déterminant de la multiplication
parx dansL est la puissancecard(H)-ième de ce qui précède, soit

∏
σ∈G σ(x).

On a donc défini une applicationN: L → K qui envoiex sur
∏

σ∈G σ(x) et qui, puisqu’on
peut la voir comme un déterminant, est un polynôme (si on considèreL comme unK-espace
vectoriel) de degré[L : K] en [L : K] variables. Ce polynôme ne s’annule que lorsqu’un des
σ(x) vaut zéro, auquel casx lui-même vaut zéro. Par conséquent, pour trouver un polynôme
homogène de degréd end variables surK qui ne s’annule qu’à l’origine, il suffit de trouver une
extension galoisienne de degréd deK. Puisque tout corps fini admet une extension galoisienne
(par ailleurs unique) en tout degré et puisqueC(t) admet pour toutd l’extensionC(t1/d) de
degréd (et galoisienne carC contient les racines de l’unité), on a le résultat souhaité. X

4. (a) Soientk ⊆ K deux corps algébriquement clos,P1, . . . , Pr une famille d’éléments de
k[X1, . . . , Xn]. On suppose que lesPi ont un zéro commun dansKn. Montrer qu’ils en ont un
danskn.

(b) Montrer que siP ∈ k[X1, . . . , Xn] est irréductible, il l’est aussi dansK[X1, . . . , Xn].
(Étant donné un nombre fini d’éléments deK[X1, . . . , Xn], on pourra considérer une base du
sous-k-espace vectoriel deK engendré par les coefficients de ces polynômes.)
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(c) (i) Soientx1, . . . , xk des nombres complexes qui sont algébriques surQ. Montrer qu’ils
sont contenus dans une extension galoisienne finieK deQ, et qu’ils engendrent avec leurs
conjugués dansK uneZ[ 1

N
]-algèbre entière, oùN est un entier convenable.

(ii) Soit N un entier etA uneZ[ 1
N

]-algèbre entière ; montrer que pour tout nombre
premierp ne divisant pasN , pA est un idéal strict deA.

(d) SoientP1, . . . , Pr ∈ Z[X1, . . . , Xn]. Montrer que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) LesPi ont un zéro commun dansCn.
(ii) Il existe une extension finieK deQ telle que lesPi ont un zéro commun dansKn.
(iii) Pour tout nombre premierp assez grand, il existe un corps finiF de caractéris-

tiquep tel que lesPi réduits modulop ont un zéro commun dansF n.

Corrigé. (a) Par contraposée, on veut montrer que si lesPi n’ont pas de zéro commun
danskn, ils n’en ont pas dansKn. Or l’hypothèse signifie, d’après le Nullstellensatz, qu’ils
engendrent l’idéal unité dansk[X1, . . . , Xn], donc qu’on peut écrire1 = P1Q1 + · · ·PrQr avec
Qi ∈ k[X1, . . . , Xn], ce qui vaut encore dansK[X1, . . . , Xn], donc il ne peut pas y avoir de
zéro commun dansKn.

(b) Supposons qu’on aitP = QR dansK[X1, . . . , Xn]. Considéronsc1, . . . , cs une base du
sous-k-espace vectoriel deK engendré par les coefficients deQ et deR, et dans cette base écri-
vonsQ = c1Q1 + · · ·+ csQs et de mêmeR = c1R1 + · · ·+ csRs, oùQi, Ri ∈ k[X1, . . . , Xn].
Manifestement,Q s’annule en un point(x1, . . . , xn) ∈ kn si et seulement si tous lesQi s’y
annulent, et de mêmeR s’y annule si et seulement si tous lesRi s’y annulent : donc l’ensemble
Vk(P ) des zéros deP danskn est la réunion de l’ensembleVk(Q1, . . . , Qs) des zéros communs
desQi et de celuiVk(R1, . . . , Rs) des zéros communs desRi ; mais puisqueP est irréductible,
Vk(P ) est irréductible (au sens de la topologie de Zariski), donc l’un de ces deux ensembles,
mettonsVk(Q1, . . . , Qs), doit êtreVk(P ) tout entier. Ainsi, dès queP (x1, . . . , xn) = 0 (où
(x1, . . . , xn) ∈ kn) on aQi(x1, . . . , xn) = 0 pour touti ; or ceci implique (d’après le Null-
stellensatz) qu’une certaine puissance deQi est multiple deP (dansk[X1, . . . , Xn]), doncQi

lui-même l’est (carP est irréductible dansk[X1, . . . , Xn] qui est un anneau factoriel). Alors
Q est multiple deP (dansK[X1, . . . , Xn]) : on a bien prouvé queP est irréductible dans
K[X1, . . . , Xn] (dans l’écritureP = QR, un des facteurs est constant).

(c) (i) Chaquexi est racine de son polynôme minimalfi ∈ Q[X], dont les (autres) racines
s’appellent conjugués algébriques (surQ) de xi : si K est le corps engendré par tous lesxi

et tous leurs conjugués, i.e., la clôture normale deQ(x1, . . . , xk), alorsK est normal donc
galoisien (surQ). Mieux : si N est le ppcm des coefficients dominants de tous lesfi, alors
chaquexi (ou chaque conjugué d’icelui) est entier surZ[ 1

N
] puisque, justement, le coefficient

dominant defi est inversible dansZ[ 1
N

] (donc on peut le chasser) : ceci montre que l’algèbre
engendrée par tous lesxi et tous leurs conjugués (dansK) est entière surZ[ 1

N
].

(ii) On veut montrer quepA n’est pas toutA, autrement dit, quep n’est pas inversible
dansA. Or si c’était le cas, on auraitpu = 1 pour un certainu ∈ A qui serait entier surZ[ 1

N
],

mettonsud + cd−1u
d−1 + · · · + c0 = 0 aveccj ∈ Z[ 1

N
] ; alors1 + cd−1p + · · · + c0p

d = 0, ce
qui est impossible : en multipliant parN ` avec` assez grand pour que tous les termes soient
entiers, on voit que le premier n’est pas multiple dep tandis que tous les autres le sont.

(d) Si (i) est satisfaite, alors la question (a) prouve que lesPi ont un zéro commun dans
Q̄n (où Q̄ désigne la fermeture algébrique deQ dansC), et un tel zéro existe alors dans une
certaine extension finieK (qu’on peut même choisir galoisienne, comme on l’a vu) deQ, ce
qui montre (ii). Le fait que (ii) implique (i) est clair. Donc (i) et (ii) sont équivalents.

Montrons maintenant l’équivalence de (ii) et (iii). Si (ii) est satisfaite, alors d’après (c) le
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zéro commun desPi vit dans une certaineZ[ 1
N

]-algèbre finie (= entière de type fini)A (pour
N convenable), et pourp premier supérieur àN l’idéal pA deA est strict, donc contenu dans
un idéal maximalm, et alorsF = A/m est un corps de caractéristiquep, qui est fini surFp

puisqueA l’est surZ[ 1
N

] donc c’est un corps fini, et il est clair que lesPi réduits modulop ont
le zéro commun dansF n : ceci montre (iii). Supposons maintenant que (ii) n’est pas satisfaite :
alors d’après le Nullstellensatz, on peut écrireP1Q1 + · · ·+PsQs = 1 pour certains polynômes
Q1, . . . , Qs ∈ Q̄[X1, . . . , Xn] ; comme ci-dessus, on trouve un corps finiF tel qu’en réduction
on aitP̃1Q̃1 + · · ·+ P̃sQ̃s = 1 où P̃i sont les réductions desPi modulop : ceci montre que les
P̃i ne peuvent pas avoir de zéro commun dansF̄p, contredisant (iii). X

5. SoitV un espace vectoriel réel euclidien de dimensionn, G un sous-groupe fini du groupe
orthogonalO(V ) engendré par des réflexions. Une fois fixée une base deV , G agit naturel-
lement dans l’algèbre des polynômesR[X1, . . . , Xn]. Soit P1, . . . , Pn ∈ R[X1, . . . , Xn] une
famille de polynômes homogènes algébriquement indépendants qui engendrent la sous-algèbre
R[X1, . . . , Xn]G des invariants. On appelleJ ∈ R[X1, . . . , Xn] le déterminant jacobien de
l’application

φ: (X1, . . . , Xn) 7→ (P1(X1, . . . , Xn), . . . Pn(X1, . . . , Xn))

On dit qu’un élémentQ ∈ R[X1, . . . , Xn] est anti-invariant si :
pour toutw ∈ G, w(Q) = det(w) ·Q.

(i) Montrer queJ est anti-invariant.
(ii) Pour chaque réflexions ∈ G, soitHs l’hyperplan des points fixes des et ls une forme

linéaire non nulle de noyauHs. Montrer qu’il existe un réel non nulλ tel que :J = λ
∏

s ls, où
le produit porte sur l’ensemble des réflexions deG.

(On pourra montrer queJ s’annule sur chacun des hyperplansHs.)
(iii) Montrer qu’un élémentQ ∈ R[X1, . . . , Xn] est anti-invariant si et seulement siQ est

le produit deJ par un élément deR[X1, . . . , Xn]G.

Corrigé. (i) J est le déterminant de la matriceJ des ∂Pi

∂Xj
. Or si w ∈ G, on a ∂Pi

∂Xj
=

∂Pi(w
−1(X1,...,Xn))

∂Xj
=

∑
k

∂Pi(Y1,...,Yn)
∂Yk

|Y =w−1(X) · ∂(w−1)k

Xi
(la première égalité étant par invariance

desPi et la seconde différentiation de la composéeφ◦w−1), c’est-à-dire queJ = (J ◦w−1) ·
w−1, et en passant au déterminant,J = (J ◦ w−1) · det(w)−1, soit, puisqu’on fait agirw par
w(J) = J ◦ w−1, justementw(J) = det(w) J .

(ii) Si s ∈ G est une réflexion, d’hyperplanHs, alors d’après ce qu’on vient de voir,
J ◦ s = −J , doncJ s’annule surHs. On en déduit queJ est multiple dels (en tant que
polynôme àn indéterminées) : comme ceci vaut pour chaque réflexions ∈ G (et que lesls
sont des éléments irréductibles de l’anneau des polynômes qui est factoriel),J est multiple de∏

s ls. Mais en comparant les degrés (on sait que la somme des degrés desPi diminués de1,
c’est-à-dire le degré deJ , est justement le nombre de réflexions dansG), ces deux polynômes
coïncident à une constante près.

(iii) Si Q est anti-invariant, on a de nouveauQ ◦ s = −Q pour toute réflexions ∈ G,
doncQ s’annule sur chaqueHs donc est multiple de chaquels. Donc Q est multiple deJ ,
mettonsQ = RJ . Mais alorsR est laissé invariant par chaque réflexion dansG, doncR ∈
R[X1, . . . , Xn]G. X


