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1. SoitV un espace vectoriel hermitien complexe de dimension finde basde;, .. ., ¢,).

On ne suppose pas que cette base est orthonormale. On désighe)plar produit scalaire

de V, supposé linéaire en la deuxiéme variable. Poyt i < n, soits; une transformation
unitaire telle que; (e;) = c;e; avece; # 1 et de sous-espace de vecteurs invariants I'orthogonal
dee;. On appelldV le sous-groupe d&'L(V') engendré par les.

(i) Soitz € V. Exprimers;(x) comme combinaison linéaire deet dee;.

(ii) Soit k& un entier supérieur ou égalla Montrer que tout élément dA’“(V) invariant
par W est nul. (On pourra procéder par récurrencersan considérant le sous-espdcéede
base(ey, ..., e,—1), et en décomposait comme somme directe dé€ et de son supplémen-
taire orthogonal.)

(if) On suppose quél est fini. Montrer que pour tout élémeAtde End(V) on a:

£ wew det(A —w) = card(W) - det(A)

* wew det(id —Aw) = card(W)

En déduire que pour tout deEnd (V) il existew € W tel que Aw n’ait aucun point fixe non
nul.

Corrigé. (i) Pour toutz € V, on as;(z) = = + 7; {e;, ) e;, Olly; = ﬁ - il suffit de
vérifier cette formule pour = e; et pourz orthogonal &;, les deux cas étant clairs d’apres la
définition. Le fait ques; soit supposée unitaire équivaufcgd = 1.

(ii) Tout d’abord, unw € W agit surA* V en envoyanty A - - - Av, surw(vy) A- - - Aw(uvy,).
Dire qu’un élément est invariant p@r signifie simplement qu’il est invariant par tous les

EcrivonsV = V' & Cq, ouV' = Ce; & - - - & Ce,,_; est le sous-espace vectoriel engendré
par lesn — 1 Eremiers vecteurs de la base,qetin vecteur orthogonal &’. On peut alors
décompose)\" V en A"V’ & (¢ A A" ' V') — oul le second terme est & comprendre comme
I'ensemble des éléments de la forme = avecz € A"~ V/ (qui est alors uniquement défini).
Supposons maintenante /\k V, et soitr = 7' + ¢ A 7" sa décomposition comme on vient de
I'expliquer, otir’ € A"V’ etr” € A" ' V. Pourl <i <n—1,0nas;(t) = s;(7')+qAsi(7")
(puisqueg est invariant pas;). Si on suppose invariant parsy, ..., s,, on voit alors que-’
et7” sont invariants par la restriction dg, ..., s,_; aV”’ : en procédant par récurrence sur
('hypothese de récurrence portant sur tbut 1), on peut donc supposef = 0, et7” = 0
sauf dans le cas o= 1. Il n'y a donc plus que ce seul cas a traiter : on a atoes \g € V

orthogonal &, ..., e,_1, mais l'invariance pas,, (et le fait quec,, # 1) montre qu’on a aussi
7 L e,. DoncT ne peut étre que nul.
(i) Soient vy, ...,v, des éléments quelconques We: si on développe completement

(v —w(er)) A+ A (v, —w(ey,)), 'un des termes est A - - - A v, et tous les autres peuvent
s'écrire commetr,, A u, OUT, est de la formev(e;, ) A --- Aw(e;, ) € A"V aveck > 1 ety
estdang\" " V etindépendant de ; or si on somme sur tous lesc W, le facteurr,, donne
une sommed ., T, iNvVariante par I'action dél’, donc nulle d'apres la question (i), donc
> wew Tw/A i = 0 aussi. Ceci prouve que,,, .y (v1 —w(e1)) A---A(v, —w(ey)) = card(W)-
v A+ -+ Av, (tous les autres termes s’annulent ainsi qu’on vient de le voir) : c’est exactement la
premiére formule qu’il s'agissait de prouver (augc= A(e;)). Pour ce qui est de la seconde,
on peut par exemple remarquer qu’elle découle de la premiere lorsest inversible (de
> wew det(A™r — w) = card(W) - det(A™!) on déduity", ;- det(id —Aw) = card(IW) en
multipliant pardet(A)), et, comme il s’agit d’'une égalité entre fonctions polynomiales, I'égalité
sur une partie dense (les matrices inversibles) suffit a conclure.

Enfin, siAw avait un point fixe non nul pour tout € W, cela voudrait dire que le noyau de
id —Aw n’est jamais réduit 40}, doncdet(id —Aw) = 0 toujours, ce qui contredit la seconde
formule qu’on vient de prouver. v
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2. (i) Montrer que si un sous-groupe transitif du groupe symétrigiyeontient un(n — 1)-
cycle et une transposition, alors ce groupe@st

(ii) Déterminer le groupe de Galois sQrdu polynéme
P(X)= X% —12X* +15X°% — 6X2 + 15X + 12.

Corrigé. (i) Quitte a réordonner les éléments, on peut supposer que-el )-cycle est
(23 --- n). Silatransposition est: b), puisque le groupe est transitif on peut suppaser1
(en conjuguant par un élément qui s’y ramene) et quitte a conjuguer par la bonne puissance du
cycle queb = 2. Or il est assez clair qug 2) et(2 3 --- n) engendrent bie®,,.

(i) Le polyndme P est irréductible : cela découle du critére d’Eisenstein appliqué au
nombre premies. En réduisanf’ modulo2, on trouveX® + X3 + X = X (X5 + X2 + 1), et
X°+ X?+1 estirréductible modula (il suffit de vérifier qu’il n’a de racine ni dari§, ni dans
IF,, ce qui prouve qu'il n’a de facteur ni de dedrai de degr®) ; donc le groupe de Galois d&
sur les rationnels (vu comme sous-groupesgg doit contenir urb-cycle. Enfin, en réduisant
modulo5, on trouveX % —2X* — X242 = (X —1)(X —2)(X —3)(X —4)(X?*—2),etX?*—2
est irréductible moduld ; donc le groupe de Galois d@ doit contenir une transposition. Le
(i) permet alors de conclure que ce groupe de Galoi§gsbut entier. v

3. Soit K C L une extension galoisienne finie. On considémmme unk -espace vectoriel

et, pour toutr € L, I'application K-linéaire deL dansL donnée par la multiplication par.
Montrer que le déterminant de cette application linéaire est le produit de tous les conjugués
dex (comptés avec leur multiplicité).

En déduire que sKk est un corps fini ou bien le corfs(¢), il existe pour tout entier
natureld un polyndme homogéene de degténd variables suk dont le seul zéro est le zéro
trivial (I'origine).

Corrigé. SoitG = Gal(L/K) le groupe de Galois désurK etz € L, et soitH le fixa-
teur dex dansG'; on appellerai/H I'ensemble{c H } des classes a gauche. Alors I'ensemble
des conjugués de est{o(z) : ¢ € G/H} (dont le nombre estard(G/H) = degy(x)). Le
polyndme minimal der sur K est][, ../, (X — o(z)) € K[X], et c’est évidemment aussi le
polynéme minimal de la multiplication par (dansK (z) ou dansL) donc aussi le polyndme
caractéristique de la multiplication padansK (z) (puisqu’il a le bon degré). Ainsi, le déter-
minant de la multiplication par dansk (z) est[ [, ., o(z). En voyantL comme somme de
card(H) = [L : K(z)] copies deK (z), on en déduit que le déterminant de la multiplication
parx dansL est la puissanceard(H )-ieme de ce qui précede, sit, . o(z).

On a donc défini une applicatiot L — K qui envoiex sur[] .. o(z) et qui, puisqu’'on
peut la voir comme un déterminant, est un polynéme (si on considémmme unk’-espace
vectoriel) de degréL : K] en[L : K] variables. Ce polynéme ne s’annule que lorsqu’un des
o(x) vaut zéro, auquel caslui-méme vaut zéro. Par conséquent, pour trouver un polyndme
homogene de degréend variables su¥ qui ne s’annule qu’a l'origine, il suffit de trouver une
extension galoisienne de degtée K. Puisque tout corps fini admet une extension galoisienne
(par ailleurs unique) en tout degré et puisdiig) admet pour tout! I'extensionC(t!/?) de
degréd (et galoisienne cdt contient les racines de l'unité), on a le résultat souhaité. v

4. (a) Soientt C K deux corps algébriquement cladB,, ..., P, une famille d’éléments de
k[X1,...,X,]. On suppose que lg3 ont un zéro commun dards”. Montrer qu’ils en ont un
dansk™.

) (b) Montrer que siP € k[X;,...,X,] estirréductible, il I'est aussi dars| X1, ..., X,].
(Etant donné un nombre fini d’éléments HeX, ..., X,,], on pourra considérer une base du
sousk-espace vectoriel d& engendré par les coefficients de ces polynémes.)
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(c) (i) Soientxy, . . ., x;, des nombres complexes qui sont algébriquegsiontrer qu’ils
sont contenus dans une extension galoisienne finide Q, et qu’ils engendrent avec leurs
conjugués dan&’ uneZ[%]-algébre entiére, oly est un entier convenable.

(i) Soit N un entier etA une Z[%]-algébre entiére ; montrer que pour tout nombre
premierp ne divisant pasv, pA est un idéal strict del.

(d) SoientPy, ..., P, € Z[X;, ..., X,]. Montrer que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Les P, ont un zéro commun dari3".

(i) Il existe une extension fini& deQ telle que lesP; ont un zéro commun daris™.

(iii) Pour tout nombre premiep assez grand, il existe un corps fiRide caractéris-
tiquep tel que lesP; réduits modulg ont un zéro commun dans™.

Corrigé. (a) Par contraposée, on veut montrer que sifes’ont pas de zéro commun
dansk™, ils n’en ont pas dan&™. Or I'hypothese signifie, d'aprés le Nullstellensatz, qu’ils
engendrent I'idéal unité damks$X;, ..., X,,], donc qu'on peut écrire = P,Q; +- - - P.Q), avec
Q; € k[Xy,...,X,], ce qui vaut encore dans|[X;, ..., X,], donc il ne peut pas y avoir de
zéro commun dang™.

(b) Supposons qu'on akk = QR dansK Xy, ..., X,]. Considérons, ..., cs une base du
sousk-espace vectoriel d& engendré par les coefficients @eet deR, et dans cette base écri-
vons@ = c1Q1 + -+ + Qs etde mémeR = 1 Ry + - - - + ¢sRs, 0UQ;, R; € k[ Xy, ..., X,].
Manifestement() s’annule en un pointz,,...,z,) € k" si et seulement si tous |&€3; S’y
annulent, et de méme s’y annule si et seulement si tous IBss’y annulent : donc I'ensemble
Vi.(P) des zéros d& dansk™ est la réunion de I'ensemblé (Q, . . ., Q) des zéros communs
desQ; etde celuiVi (R, ..., R;) des zéros communs d&5; mais puisque” est irréductible,
Vi(P) estirréductible (au sens de la topologie de Zariski), donc I'un de ces deux ensembles,
mettonsV, (@1, ..., Qs), doit étreV,(P) tout entier. Ainsi, dés qué(zq,...,z,) = 0 (ou
(x1,...,2,) € k™) on aQ;(xq,...,2,) = 0 pour tout:; or ceci implique (d’aprés le Null-
stellensatz) qu’une certaine puissance&ldesst multiple deP (dansk[X1, ..., X,]), doncQ;
lui-méme l'est (carP est irréductible dans[ X, ..., X,,] qui est un anneau factoriel). Alors
@ est multiple deP (dansK[X3,...,X,]) : on a bien prouvé qué est irréductible dans
K[Xy,...,X,] (dans I'écritureP = @R, un des facteurs est constant).

(c) (i) Chaquer; est racine de son polyndme minimfale Q[X], dont les (autres) racines
s’appellent conjugués algébriques (§irde z; : si K est le corps engendré par tous les
et tous leurs conjugués, i.e., la cléture normaleQe, ..., zx), alors K est normal donc
galoisien (surQ). Mieux : si N est le ppcm des coefficients dominants de tousf]ealors
chaquer; (ou chaque conjugué d’icelui) est entier ﬁjl}i\,] puisque, justement, le coefficient
dominant def; est inversible dan%[%] (donc on peut le chasser) : ceci montre que I'algebre
engendrée par tous leset tous leurs conjugués (dahy est entiére suz,[%].

(i) On veut montrer queA n’est pas toutd, autrement dit, que n’est pas inversible
dansA. Or si c’était le cas, on aurgit: = 1 pour un certain: € A qui serait entier SUz| |,
mettonsu? + c¢g_u®t + -+ 4+ ¢ = 0 avece; € Z[y]; alorsl + cq_1p + - -+ + cop? = 0, ce
qui est impossible : en multipliant pa¥¢ avec/ assez grand pour que tous les termes soient
entiers, on voit que le premier n’est pas multiplepdandis que tous les autres le sont.

(d) Si (i) est satisfaite, alors la question (a) prouve queHesnt un zéro commun dans
Q" (ou Q désigne la fermeture algébrique @edansC), et un tel zéro existe alors dans une
certaine extension fini& (qu’on peut méme choisir galoisienne, comme on I'a vuldee
qui montre (ii). Le fait que (ii) implique (i) est clair. Donc (i) et (ii) sont équivalents.

Montrons maintenant I'équivalence de (ii) et (iii). Si (ii) est satisfaite, alors d’apres (c) le
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zéro commun de# vit dans une certaing[+]-algebre finie (= entiere de type fini) (pour

N convenable), et poyr premier supérieur & l'idéal pA de A est strict, donc contenu dans
un idéal maximaln, et alorsF' = A/m est un corps de caractéristiquequi est fini surf,
puisqueA I'est surZ[%] donc c’est un corps fini, et il est clair que |Esréduits modulg ont

le zéro commun danB™ : ceci montre (iii). Supposons maintenant que (ii) n’est pas satisfaite :
alors d’apres le Nullstellensatz, on peut écit€); + - - - + P;(Qs = 1 pour certains polynébmes
Q1,...,Qs € Q[Xl, ..., Xy]; comme ci-dessus, on trouve un corps finiel qu’en réduction

on altPlQl + .-+ P,Q, = 1 ou P; sont les réductions d&g% modulop : ceci montre que les

P, ne peuvent pas avoir de zéro commun deinscontredisant (iii). v

5. SoitV un espace vectoriel réel euclidien de dimensip&' un sous-groupe fini du groupe
orthogonalO (V') engendré par des réflexions. Une fois fixée une basé,de agit naturel-

lement dans l'algebre des polyn6mRgX;, ..., X,]. Soit P,,..., P, € R[X;,...,X,] une

famille de polynébmes homogeénes algébriquement indépendants qui engendrent la sous-algébre
R[X1, ..., X,]¢ des invariants. On appellé € R[X,...,X,] le déterminant jacobien de
I'application

gbl(Xl,...,Xn) = (Pl(lew-aXn); Pn(Xl,,Xn))

On dit qu’'un élémeng) € R[X;, ..., X,| est anti-invariant si :
pour toutw € G, w(Q) = det(w) - Q.

(i) Montrer queJ est anti-invariant.

(ii) Pour chaque réflexion € G, soit H, I'’hyperplan des points fixes deet, une forme
linéaire non nulle de noyatf;. Montrer qu’il existe un réel non nWtel que :J = A[], l;, ou
le produit porte sur 'ensemble des réflexiong(de

(On pourra montrer qué s’annule sur chacun des hyperpldis)

(iii) Montrer qu’'un élément) € R[X}, ..., X, ] est anti-invariant si et seulement(giest
le produit deJ par un élément dR[Xl, o XC
Corrigé. oL Orsiw € G,
P, (w~ é;)? ..... Xa) W?—{/};"|Y w2 (1 premlere égalité étant par invariance

desP; et la seconde différentiation de la compo&eeu b, c est -a-dire qugj (Fow™):
w™!, et en passant au déterminait= (J o w=!) - det(w) !, soit, puisqu’on fait agiw par
w(J) = Jow™!, justementv(J) = det(w) J.

(i) Si s € G est une réflexion, d’hyperplaf, alors d’apres ce qu’on vient de voir,
Jos = —J, doncJ s'annule surH,. On en déduit que/ est multiple del, (en tant que
polyndme an indéterminées) : comme ceci vaut pour chaque réflexian G (et que led,
sont des éléments irréductibles de I'anneau des polyndmes qui est factbast)multiple de
[ 1, 5. Mais en comparant les degrés (on sait que la somme des degr€sdigsnues del,
c’est-a-dire le degré dé, est justement le nombre de réflexions dé)sces deux polyndbmes
coincident a une constante pres.

(i) Si @ est anti-invariant, on a de nouveguo s = —( pour toute réflexiors € G,
donc @ s’annule sur chaquél/, donc est multiple de chaque Donc @ est multiple deJ,
mettons@) = R.J. Mais alorsR est laissé invariant par chaque réflexion déhgloncR €
R[X:,. .., X,]°. v



