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1. (a) Soit K ⊆ L une extension galoisienne de groupe de Galois G, et u: G → L× une
application à valeurs dans le groupe multiplicatif telle que : u(gh) = u(g) g(u(h)) (∀g, h ∈ G).
Montrer qu’il existe un élément non nul v ∈ L× tel que : u(h) = v h(v)−1 (∀h ∈ G). (On
pourra chercher v sous la forme v =

∑
g∈G u(g) g(w) pour un w ∈ L bien choisi.)

(b) On suppose de plus que G est cyclique d’ordre n, engendré par h. Soit x ∈ L tel que
xh(x) h2(x) · · ·hn−1(x) = 1. Montrer qu’il existe y ∈ L tel que x = y h(y)−1.

(c) On revient à la situation du (a) (G n’est pas nécessairement cyclique). Soit φ: G → L
une application telle que φ(gh) = φ(g) + g(φ(h)) (∀g, h ∈ G). Montrer qu’il existe c ∈ L tel
que φ(g) = c− g(c) (∀g ∈ G). (On pourra montrer qu’il existe w tel que

∑
g∈G g(w) = 1.)

(d) On suppose à nouveau G cyclique d’ordre n, de générateur h. Soit x ∈ L tel que
x + h(x) + · · ·+ hn−1(x) = 0. Montrer qu’il existe z ∈ L tel que x = z − h(z).

(e) On suppose que le corps K est de caractéristique p 6= 0 et que K ⊆ L est une extension
cyclique de degré p. Montrer qu’il existe c ∈ L tel que L = K(c) et cp − c ∈ K.

Corrigé. (a) Suivant la suggestion de l’énoncé, posons v =
∑

h∈G u(h) h(w), pour un
w ∈ L restant à déterminer. Pour g ∈ G, on a alors g(v) =

∑
h∈G g(u(h)) g(h(w)), et d’après

la propriété (dite « de cocycle ») vérifiée par u on a g(u(h)) = u(g)−1 u(gh), donc g(v) =
u(g)−1

∑
h∈G u(gh) (gh)(w) = u(g)−1

∑
h∈G u(h) h(w), ce qui prouvera u(g) = v g(v)−1

(comme souhaité) dès lors qu’on aura v 6= 0 (et donc g(v) 6= 0 pour tout g). Il reste donc
à expliquer pourquoi on peut trouver w tel que

∑
g∈G u(g) g(w) soit non nul ; mais si cette

expression était nulle pour tout w ∈ L, l’indépendance linéaire des caractères (théorème de Di-
richlet) montrerait que u(g) = 0 (pour tout g) ce qui est contraire à l’hypothèse.

(b) On va définir un u: G → L× vérifiant les hypothèses de la question (a). Précisément,
on pose, pour k entre 0 et n − 1, u(hk) = xh(x) · · ·hk−1(x) (ce produit est non nul, puisque
manifestement x 6= 0). On vérifie aisément, d’après l’hypothèse faite sur x, que u vérifie la
condition « de cocycle », u(gg′) = u(g) g(u(g′)). La conclusion de la question (a) permet
d’affirmer qu’il existe y ∈ L× tel que x = u(h) = y h(y)−1, ce qu’on voulait.

(c) Montrons d’abord qu’il existe un w ∈ L tel que
∑

g∈G g(w) = 1 : cela découle de
nouveau de l’indépendance linéaire des caractères, puisqu’on ne peut pas avoir

∑
g∈G g(w) = 0

pour tout w ∈ L, donc il doit exister w avec tr(w) :=
∑

g∈G g(w) 6= 0, et cette quantité tr(w)
est dans K (car invariante par tout élément de G), et quitte à diviser w par elle on est ramené à∑

g∈G g(w) = 1. Posons maintenant c =
∑

h∈G φ(h) h(w) : on a alors, en raisonnant de façon
analogue à la question (a), g(c) = −φ(g)

∑
h∈G h(w) +

∑
h∈G φ(gh) (gh)(w) = −φ(g) + c,

donc φ(g) = c− g(c) comme annoncé.
(d) Le raisonnement est rigoureusement analogue à la question (b). On définit un φ: G → L

vérifiant les hypothèses de la question (c). Précisément, on pose, pour k entre 0 et n − 1,
φ(hk) = x + h(x) + · · ·+ hk−1(x). On vérifie aisément, d’après l’hypothèse faite sur x, que u
vérifie la condition « de cocycle », φ(gg′) = φ(g) + g(φ(g′)). La conclusion de la question (c)
permet d’affirmer qu’il existe z ∈ L tel que x = φ(h) = z − h(z), ce qu’on voulait.

(e) Soit h un générateur du groupe de Galois G de L sur K, supposé cyclique d’ordre p.
La conclusion de la question (d) appliquée à x = 1 (qui vérifie manifestement l’hypothèse de
cette question, n = 0 dans L) permet d’affirmer qu’il existe c ∈ L tel que c − h(c) = 1. Dans
ces conditions, on a cp − h(cp) = (c − h(c))p = 1 puisque L est de caractéristique p, soit
h(cp − c) = cp − c, donc cp − c ∈ K. D’autre part, manifestement c 6∈ K (étant donné que
h(c) 6= c), et l’extension K(c) de K, contenue dans L et de degré > 1 sur K, ne peut donc être
que L. Ceci termine la démonstration.

Note : Le résultat de la question (a) (ou au moins, pour être historiquement plus précis, celui de la question (b)) est
connu sous le nom de « théorème 90 » de Hilbert : en termes sophistiqués, il exprime l’annulation du groupe H1(G, L×)
de cohomologie galoisienne, tandis que la question (c) concerne l’annulation du H1(G, L). Le résultat de la question (e) est



TD Algèbre II (2004–2005) Examen 2005-06-07 (corrigé) / page 2

généralement connu sous le nom de théorème d’Artin-Schreier (et il est à mettre en parallèle avec le fait, formalisé par Kummer,
que si L/K est une extension cyclique de degré n ne divisant pas la caractéristique et si K contient une racine primitive n-ième
de l’unité, alors L s’obtient en extrayant une racine n-ième sur K). X

2. Déterminer le groupe de Galois du polynôme X4 + 2X2 + X + 3. (On pourra réduire
modulo 2, 3 et 5.)

Corrigé. En réduisant modulo 2 on trouve le polynôme X4 + X + 1, qui est irréductible
(car il n’a aucune racine dans F4 comme on le vérifie immédiatement) donc le polynôme X4 +
2X2 + X + 3 est lui-même irréductible. En réduisant modulo 3 on trouve le polynôme X4 −
X2 + X sur F3, qui se factorise comme X(X3 −X + 1) avec deux facteurs irréductibles (car
il n’y a pas d’autre racine), donc il existe un élément d’ordre 3 dans le groupe de Galois qui
permute cycliquement les trois racines de X3 − X + 1 modulo 3. En réduisant modulo 5 on
trouve X4 +2X2 +X− 2 = (X +1)(X +2)(X2 +2X− 1), donc il existe un élément d’ordre
2 qui échange les deux racines de X2 +2X − 1. Le groupe de Galois est un sous-groupe de S4

qui agit transitivement sur les quatre racines et contient une transposition et un 3-cycle, donc
c’est S4 tout entier. X

3. On considère le sous-groupe G de GLn(R) engendré par les matrices de permutation et les
matrices de changement de signe sur un nombre pair de coordonnées. On le fait agir naturelle-
ment sur les fonctions polynomiales. Montrer que la sous-algèbre des fonctions polynomiales
invariantes par G est une algèbre de polynômes et déterminer explicitement un système basique
d’invariants.

Corrigé. Montrons que G est engendré par des réflexions, ce qui permettra d’affirmer
que l’algèbre k[x1, . . . , xn]G des polynômes invariants par G est une algèbre de polynômes :
or manifestement G est engendré par les transpositions entre deux coordonnées, d’une part, et
d’autre part par les changements de signe sur deux coordonnées. Les premières sont bien des
réflexions, et les secondes n’en sont pas, mais elles sont composées de la transposition entre
les deux coordonnées et la transposition avec changement de signe, et on a là deux réflexions
(dans G). Si on préfère, G est engendré par les réflexions par rapport aux hyperplans xi = xj

et xi = −xj pour (i, j) parcourant tous les couples d’éléments distincts de {1, . . . , n}.
Reste à trouver explicitement un système basique d’invariants. Notons Ψ1, . . . , Ψn les fonc-

tions symétriques élémentaires non pas sur les coordonnées x1, . . . , xn elles-mêmes mais sur
leurs carrés x2

1, . . . , x
2
n : autrement dit, on pose Ψ1 = x2

1 + · · · + x2
n et Ψ2 =

∑
i<j(xixj)

2 et
ainsi de suite jusqu’à Ψn = (x1 · · · xn)2. Notons que Ψn est le carré de Σn = x1 · · ·xn. Remar-
quons que l’algèbre de polynômes engendrée par x2

1, . . . , x
2
n est l’algèbre k[x1, . . . , xn](Z/2Z)n

des polynômes (en x1, . . . , xn) invariants par changement de signe sur un nombre quelconque
de coordonnées, et que par conséquent l’algèbre de polynômes engendrée par Ψ1, . . . , Ψn est
l’algèbre k[x1, . . . , xn]G

′ des polynômes invariants par toute permutation des coordonnées et
tout changement de signe d’un nombre quelconque d’entre eux (on appelle G′ le sous-groupe
de GLn(R) entendré par les matrices de permutation et les matrices de changement de signe sur
un nombre quelconque de coordonnées). On a certainement k[x1, . . . , xn]G

′ ⊆ k[x1, . . . , xn]G,
et on va montrer que k[x1, . . . , xn]G = k[Ψ1, . . . , Ψn−1, Σn]. Comme chaque Ψi, et aussi Σn,
sont invariants par G, une inclusion est claire.

Si f ∈ k[x1, . . . , xn]G (autrement dit, si f est un polynôme en x1, . . . , xn invariant par
permutation quelconque des variables ou par changement de signe sur un nombre pair d’entre
elles), appelons f̂ le polynôme obtenu en remplaçant x1 par −x1 dans f . On vérifie que f̂ est
encore invariant par G : c’est tout à fait évident pour un changement de signe sur un nombre
pair de coordonnées, et pour ce qui est d’une permutation d’entre elles on remarque que quitte
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à changer éventuellement le signe de deux coordonnées (x1 et celle en laquelle elle a été per-
mutée) on se ramène effectivement à f̂ . Par conséquent, f+ = 1

2
(f + f̂) et f− = 1

2
(f − f̂)

sont encore dans k[x1, . . . , xn]G ; on peut les appeler partie paire et partie impaire de f respec-
tivement. La première est dans k[x1, . . . , xn]G

′ ; la seconde change de signe si on change de
signe l’une quelconque des variables, autrement dit, il s’agit d’un polynôme impair en chaque
variable, donc multiple de chacune d’elles, donc cette partie impaire est multiple de Σn, et
le quotient h est dans k[x1, . . . , xn]G

′ . On a ainsi montré que tout élément f de k[x1, . . . , xn]G

s’écrit de façon unique comme f++hΣn avec f+ et h dans k[x1, . . . , xn]G
′ (et, qui plus est, uni-

quement définis : si on préfère, k[x1, . . . , xn]G est un module libre de rang 2 sur k[x1, . . . , xn]G
′

avec pour base {1, Σn}). Puisque k[x1, . . . , xn]G
′
= k[Ψ1, . . . , Ψn] (et comme Ψn = Σ2

n), on en
déduit k[x1, . . . , xn]G = k[Ψ1, . . . , Ψn−1, Σn], ce qui répond à la question posée (on a trouvé
n générateurs de l’algèbre intègre k[x1, . . . , xn]G dont le corps des fractions k(x1, . . . , xn)G

est de degré de transcendance n, donc ces générateurs sont bien algébriquement indépendants
sur k).

On peut vérifier que le produit des degrés de Ψ1, . . . , Ψn−1, Σn est 2 × 4 × · · · × 2(n −
1) × n = 2n−1 n!, qui est bien le cardinal de G, et la somme des degrés diminués de 1 est
1 + 3 + · · ·+ (2n− 3) + (n− 1) = n(n− 1), qui est bien le nombre de réflexions dans G (il y
a 1

2
n(n− 1) hyperplans de la forme xi = xj et autant de la forme xi = −xj). X

4. Soit A un anneau commutatif, I un idéal de A contenu dans le radical de Jacobson et M
un A-module de type fini. Montrer que si m1, . . . , mn ∈ M sont tels que leurs images dans
M/IM engendrent M/IM , alors ils engendrent M .

L’hypothèse que M est de type fini est-elle nécessaire ?
Corrigé. Posons M̃ = M/IM (si on préfère, M̃ = M ⊗A (A/I)). Pour i = 1, . . . , n,

notons m̃i ∈ M̃ la classe de m̃i modulo IM . Par hypothèse, la famille m̃1, . . . , m̃n engendre
M̃ . Soit maintenant M ′ le sous-A-module de M engendré par m1, . . . , mn : on veut montrer
que M ′ = M . Soit N = M/M ′ le module quotient. Manifestement N est un A-module de
type fini (comme quotient du A-module de type fini M ), et on a N = IN puisque tout élément
n̄ ∈ N provient d’un élément n ∈ M qui a une réduction ñ ∈ M̃ qui est combinaison linéaire
des m̃i donc quitte à modifier n par la même combinaison linéaire des mi (ce qui ne change
pas la classe n̄ ∈ N ) on peut supposer ñ = 0 c’est-à-dire n ∈ IM et donc n̄ ∈ IN . Le lemme
de Nakayama (puisque N = IN avec I inclus dans le radical de Jacobson et N de type fini)
donne alors N = 0, ce qui signifie exactement M ′ = M comme souhaité.

La conclusion ne vaut plus si M n’est pas supposé de type fini. Par exemple, soit k un
corps et soit A (également noté k[x](x)) le sous-anneau de k(x) formé des fractions rationnelles
n’ayant pas de pôle en 0 (c’est-à-dire, dont le dénominateur réduit n’appartient pas à l’idéal
premier (x) de k[x]). Manifestement, A est un anneau local, c’est-à-dire qu’il n’a qu’un seul
idéal maximal, en l’occurrence celui engendré par x (tout élément de A qui n’est pas multiple
de x est inversible dans A) : le radical de Jacobson de A est donc I = (x). Soit enfin pour M
le corps k(x) tout entier, considéré comme A-module par le plongement naturel : certainement
M n’est pas nul. Pourtant, IM = M puisque x n’est pas nul dans le corps k(x) donc la
multiplication par lui est bijective. Ceci fournit un contre-exemple au lemme de Nakayama,
et aussi à l’affirmation de l’exercice (avec n = 0 : dire qu’un module est engendré par zéro
éléments signifie qu’il est nul) en retirant l’hypothèse que M est de type fini. X

5. Soit k un corps, V ⊆ kn et W ⊆ km des variétés non vides. On désigne par A(V ) et A(W )
les algèbres de fonctions polynomiales sur V et W , et par I(V ) ⊆ k[X1, . . . , Xn] et I(W ) ⊆
k[Y1, . . . , Ym] les idéaux annulateurs.
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(a) Montrer que V ×W ⊆ kn+m est une variété, et que l’application naturelle donnée par
le produit des fonctions détermine un morphisme d’algèbres A(V )⊗k A(W ) → A(V ×W ).

(b) On suppose que V et W sont irréductibles. Montrer que V ×W est irréductible.
(c) Montrer que l’idéal (I(V ), I(W )) de k[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym], engendré par I(V ) et

I(W ) est l’idéal annulateur de V ×W et que A(V ) ⊗k A(W ) → A(V ×W ) est un isomor-
phisme.

Corrigé. (a) Puisque V est un fermé de Zariski, on peut écrire V = {(x1, . . . , xn) ∈
kn : (∀f ∈ I(V )) f(x1, . . . , xn) = 0} et de façon analogue pour W . Alors V × W est
l’ensemble des (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ kn+m tels que f(x1, . . . , xn) = 0 pour tout f ∈ I(V )
(qu’on peut voir comme élément de k[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym] ne dépendant pas des yj) et
g(y1, . . . , ym) = 0 pour tout g ∈ I(W ). Ceci montre encore que V ×W est la variété définie
dans kn+m par l’idéal (I(V ), I(W )) engendré par I(V ) et I(W ) dans k[X,Y ] (on a ainsi
abrégé k[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym]).

En particulier, I(V × W ) ⊇ (I(V ), I(W )) (pour l’inclusion réciproque, voir la ques-
tion (c)), et il y a donc une application naturelle surjective (réduction) de k[X,Y ]/(I(V ), I(W ))
vers A(X × Y ) = k[X,Y ]/I(V × W ). Par ailleurs, le produit entre A(V ) = k[X]/I(V ) et
A(W ) = k[Y ]/I(W ) définit (par le théorème chinois) un isormorphisme entre A(V )⊗k A(W )
et k[X,Y ]/(I(V ), I(W )). En composant ces deux morphismes, on a donc un morphisme (sur-
jectif) A(V )⊗k A(W ) → A(V ×W ) donné par la multiplication.

(b) Constatons d’abord le fait suivant : si Z est un fermé de Zariski dans V × W , alors
l’ensemble Z∀ des x ∈ V tels que (x, y) ∈ Z pour tout y ∈ W est un fermé de Zariski de
V (dit autrement, l’application de projection sur la première coordonnée V × W → V est
une application ouverte). C’est clair car Z∀ peut se définir comme l’ensemble des x ∈ kn tels
que f(x, y) = 0 pour tout y ∈ W , et pour chaque y ∈ W donné ceci définit un fermé Zy

de V , et on prend l’intersection de tous ces fermés. Supposons maintenant que Z et Z ′ soient
deux fermés de Zariski stricts de V × W , où V et W sont supposés irréductibles : dire que
Z 6= V ×W signifie exactement Z∀ 6= V , et de même Z ′∀ 6= V ; comme ce sont deux fermés
de Zariski (d’après la remarque qu’on vient de faire), leur réunion n’est pas V tout entier (ce
dernier étant irréductible), donc il existe x ∈ V non contenu dans Z∀ ni dans Z ′∀, et alors les
fermés de Zariski Zx = {y ∈ W : (x, y) ∈ Z} et Z ′

x (défini de façon analogue) de W ne sont
pas W tout entier, donc leur réunion n’est pas W tout entier (ce dernier étant irréductible), et si
y n’est pas dans cette réunion, alors le couple (x, y) n’est pas dans Z ∪ Z ′. On a donc prouvé
l’irréductibilité de V ×W .

(c) Comme on l’a signalé en (a), l’idéal annulateur I(V × W ) contient au moins l’idéal
(I(V ), I(W )) engendré par I(V ) et I(W ) dans k[X,Y ]. Considérons maintenant f ∈ I(V ×
W ) ⊆ k[X,Y ]. On en déduit un élément f̄ de A(V )[Y ]. Notons b1, . . . , bs une k-base de A(V )
ou du moins du sous-k-espace vectoriel engendré dans celui-ci par les coefficients de f̄ ∈
A(V )[Y ], et écrivons f̄ = b1f1 + · · · + bsfs avec f1, . . . , fs ∈ k[Y ] (uniquement déterminés).
Vu dans A(V ) on a f̄(y) = 0 pour tout y ∈ W , donc b1f1(y)+ · · ·+bsfs(y) = 0, d’où il résulte
fi(y) = 0 pour tout i, ce qui donne fi ∈ I(W ). Comme alors la différence f−(b1f1+· · ·+bsfs)
a une image nulle dans A(V )[Y ], chacun de ses coefficients (dans les variables Y ) est un
élément de I(V ). En mettant tout cela ensemble, on a bien prouvé f ∈ (I(V ), I(W )), et,
le choix de f étant arbitraire, I(V × W ) = (I(V ), I(W )). D’après ce qui a déjà été dit,
A(V )⊗k A(W ) → A(V ×W ) est alors un isomorphisme. X


