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Avant-propos : Le pari assez ambitieux tenté ici est d’évoquer de facon générale
« I'infini en mathématiques » d'une facon suffisamment synthétique pour étre acces-
sible aux non-spécialistes sans pour autant étre ennuyeuse pour les experts ; de surcroit,
on espére le faire avec assez de rigueur pour que le mathématicien s’estime satisfait,
mais éviter néanmoins que le formalisme noie les considérations d'essence philoso-
phique.
Résumé
La notion d'infini nous fascine et nous échappe a la fois; elle est resté long-

temps mal comprise : lorsque Georg Cantor, a qui nous devons la vision moderne

du concept d’infini en mathématiques, a présenté ses théories, on I'a d’abord pris

pour fou. Cependant, les mathématiques contemporaines ont réussi a maitriser et a

comprendre l'infini : nous tenterons donc de donner un apercu de leur point de vue,

en évoquant au passage les considérations d’'ordre philosophique qu'il souléve.

Aprés un survol du « fini » et de l'infini « inachevé » (pré-Cantorien), nous tente-

rons de présenter les deux sortes d'infini qu’on trouve en théorie des ensembles :

les ordinaux et les cardinaux. Tout au long de I'exposé se présentera la question

« jusgu’ou peut-on aller », et la réponse sera toujours « encore tres loin ».

1 Introduction : qu’est-ce que le fini? Jusqu’ou va-t-
on (l)?

Si I'infini se définit comme ce qui n'estas finj il faut pour le comprendre com-
mencer par ce dernier terme (probablement assez mal choisi au demeurant). On partira
des deux considérations suivantes, desquelles on conviendra aisément :

— 0 est fini. (Une quantité nulle est finie.)

— Sin est fini, alorsn + 1 est également fini. (Rajouter une unité & une quantité

finie ne peut pas la rendre infinie.)

C’est déja un progrés : ces deux principes permettent déja de montrer que certaines
choses sont finies (par exempleest fini puisqu’il est égald + 1+ 1+ 1 + 1).

Mais ils ne permettent pas de montrer que quelque chosefist il est compatible



avec les deux affirmations ci-dessus que toutes les quantités sont finies. On veut donc
rajouter le principe « est firprécisémente qui s’obtient par les régles en question ».
Formellement, écrivons :

— 0 est un entier naturel.

— Sin est un entier naturel, alors+ 1 est également un entier naturel.

— Toute propriété possédée [iaet possédée par + 1 dés quen la possede, est
possédée par tous les entiers naturels. (Principe de récurrence.)

C’est Ia, en I'essence, la définition des entiers naturels selon Peano (axiomes de
Peano). On appellera « finie » une quantité (posttiggli est inférieure a un certain
entier naturel, eta contrarig « infinie » une quantité qui est supérieure a tous les
entiers naturels (reste a voir ce que cela veut dire).

Notons que « fini » ne signifie pas pour autant « petit », comme on va le voir dans
un instant.

En procédant par récurrence, on voit quenset n sont finis alorsn + n, mn et
m™ le sont.

On obtient alors des exemples de quantités finies :

— 100 est fini (je I'ai rencontré).

— 10'%° (un « gogot », soit un « un » suivi de cent « zéros ») est fini. Ce nombre est

déja passablement grand, et excéde I'essentiel des nombres utilisés en physique
— atitre de comparaison, I'age de I'Univers est d’environ 15 milliards d’années,
soit5 x 10! s, et le nombre total de particules que compte I'Univers observable,
matiére noire comprise, est de I'ordre t&*°, soit moins du milliardiéme de

la milliardiéme partie d’'un gogol. Le terme frangais correct pour désigner « un
gogol » est « dix mille hexadécillions » ; le terme « centillion » existe en frangais

et désigne le nombren®°°.

— 101", que nous écrirons0 T 10 T 100 pour simplifier. Autrement dit, le
nombre qui s’écrirait comme un « un » suivi d'un gogol de zéros — si ce n’est
gu’il ne peut pas exister assez de papier dans I'Univers observable pour I'écrire
complétement. Ce nombre est baptisé « gogolplex ». On peut déja raisonnable-
ment affirmer que personne n’arrive a se faire une idée de la taille d’'un gogolplex.

— 10 7 10 7 10 T 100, autrement dit, un « un » suivi d'un gogolplex de zéros.
Notons que nous avons trois « fleches » dans I'écriture de ce nombre.

— 101 --- 1 100 avecl00 fleches dans I'écriture...

— ...ou un gogol de fléches...

— ...0u un gogolplex...

— ...oul0 T --- 7 100 fleches, ou le nombre de fleches darsnombreast100;
disons que nous sommes la au « 2e niveau de transcendance ».

— Le « 3e niveau de transcendancel® ;7 --- T 100, ou le nombre de fleches est
10 7 --- 1 100, ou le nombre de fleches el 7 --- T 100, ou le nombre de
fleches est00.

INous restons volontairement vagues quant au sens du mot « quantité ».

2Encore une fois, nous restons volontairement vagues. Disonsegistedes opérations d’addition, de
multiplication et d’exponentiation définies sur les entiers naturels et a valeurs dans les entiers naturels.

3Le terme « gogol » n’honore pas I'écrivain russe Nicolas Gogol (1809-1852) : il a été choisi en 1938
par le neveu du mathématicien américain Edward Kasner (1878-1955), Milton, alors agé de neuf (neuf est
un nombre fini) ans (le neveu, pas le mathématicien).



Le « 100e niveau de transcendance »...

...0u le gogoliéme...

...0u le gogolplexiéme...

...0u le niveau dont le nombre est précisément celui obtenu au centiéme ni-
veau de transcendance ; disons que nous sommes la au « 2e niveau de méta-
transcendance ».

— Le « 100e niveau de métatranscendance »...

— ou le 100e niveau de « météranscendance »...

Laissons deviner la suite : ce petit jeu peut continuer passablérdosttemps, et
toutes ces quantités sont finies (et encore, il existe des quantités finies bien plus grande
que tout ce qu’on peut obtenir par ce genre de constructions récursives en un nombre
de caractéres suffisamment petit pour tenir dans I'Univers observable).

Bref, « fini » ne signifie pas « concevable », ni méme « ayant un sens physique ».
Ceci impose un certain respect devant I'infini, que les premiers penseurs a utiliser ce
mot n’ont typiquement pas eu. Par exemple, si I'on croit a I'éternité, que penser de
I'état du monde apréd’ années, olV est une des grandes quantités finies que nous
venons de décrire ; si I'on croit a 'immortalité, ne risque-t-on pas de s’ennuyer apres
N années ? Les théologiens hindous (les seuls a s'étre réellement intéressés aux grands
« nombres » dans leur cosmogonie) se sont arrétés autdir¥fe donc étaient loin
de considérer les nombres tels que ci-dessus.

2 Linfini « inachevé® » de I'analyse

Il s’agit ici de la conception de I'infini (« apeiron ») qui remonte a Aristote : I'infini
n'est jamais « réalisé », « effectif » (« energeia » — force des choses), il n'est que
« potentiel » (« dunamei »). Par exemple, pour Aristote, le caractére infini de la droite
est lié a la possibilité théorique de la prolonger sans limite. On se débarrasse ainsi
des difficultés conceptuelles présentées par les paradoxes de Zénon d’Elée (« la fleche
n'atteindra jamais la cible car elle devrait pour cela traverser une infinité de positions
différentes » — Aristote répond, essentiellement, que la division infinie du temps n’est
gue potentielle).

La version moderne de cette philosophie est de considérer des quantités non pas
infinies mais finies et « aussi grandes que souhaitées » (selon les valeurs de certains
parametres). On avait qualifiée d’« infinie » une quantité plus grande que tout naturel :

il s’agit 1a de quantités qui sont éventuellenfepius grandes que toute quantité finie
fixée & I'avance

Par exemple, sju,) est une suite d’entiers, on dit qye,,) tend vers l'infini (en
symbolesu,, — +o0) ssiVA € N (« pour toute quantité finie fixée a I'avance »)
dN e N («il existe unrang »Yn > N (« a partir duquel »),, > A (« la suite dépasse
la quantité fixée »). Autrement dit, la suite n’atteint jamais une valeur « infinie », elle
atteint simplement des valeurs finies aussi grandes que souhaitées.

4infiniment, pour étre précis
5Est-ce un pléonasme ?
6Ceci est en partie un anglicisme pour « eventually ».



De méme, tout nombre réel fixé est majoré par un certain entier nat(i'el ¢
R)(3n € N)(z < n) — les réels ne vont pas « plus loin » que les entiers natytelss
deux méritent le qualificatif de « fini ». Ceci équivaut encore au principe d’Archimede,
(Vz > 0)(Vy > 0)(3In € N)(x < ny) (principe qui n'est pas dd & Archiméde, que les
Grecs connaissaient sous le nom de « lemme d’Eudoxe »). Ou encore a la de@sité de
dansR. Ces principes, essentiels pour I'analyse réelle, traduisent le fal¥ g@sénotre
« regle » servant & mesurer, et suffisante en cela; c’est notre infini « inacheveé ».

—+oo
De méme, dans I'écriturg_ & = 1, les sommes partielles n'atteignent janais
n=1

la valeur1, mais elles s’en approchent « aussi prés » qu’on veut, pour n'importe quel
« aussi prés » fixé a 'avance (comme uh/& » ouk parcourt notre échelly).

La vision rigoureuse de ces questions apparait avec la « méthode d’exhaustion »
d’Euclide et Archimede, utilisée pour les calculs d'aires et de volumes : il s'agit de
constater que I'aire d’un cercle (par exemple) peut étre apprdembigrairement prés
par des polygones inscrits ; la démonstration de la proposition 2 du livre XEiges
mentsd’Euclide (I'aire d’un cercle est proportionnelle au carré de son diametre) a été
considérée comme tres proche de la découverte du Calcul Infinitésimal. Si Newton
et Euler ne péchent pas par exces de rigueur, en revanche, Cauchy et Dedekind, qui
fondent rigoureusement les nombres réels, reviennent a une conception que n'aurait
pas reniée Euclide.

Mais notre infini reste toujours inacheveé.

3 Linfini « ordonné »

La découverte des ordinaux est due a Georg Cantor, en 1879. Elle procéde de I'« ex-
périence » suivante : pour une partieC R, Cantor considére son « ensemble dérivé »
(ensemble des points d’accumulation, mais peu impottelon aA’ C A (lorsque
A est fermé, ce que nous supposerons) ; et Cantor s'intéresse aux ensembles tels que
A’ = A, gu’on appellgparfaits Pour cela, il construit successivemehtA’, A”, A",

AM | AG) et ainsi de suite (c’est une suite décroissante de partié®).d8i la suite

+oo
stationne, on a trouvé un ensemble parfait. Sinon, on gose = (| A®) Tinter-
k=0
section de tous ces dérivés successifs. Seulement, on n’a toujours pas fordément
parfait. On construit donc encor“ ) = (A, puisA@+2) = (AWHDY et ainsi

+oo
de suite, puisA“?) = | A“+F) et toujours ainsi de suite. Dans ce « ainsi de suite »

k=0
se cache toute la magie des ordinaux — et leur découverte par Cantor. Précisément, il
existe un ordinab < w; (nous verrons plus bas ce que cela signifie) tel 4l soit

7On dit encore : les naturels sardfinauxdans les nombres réels.

8D’oul certaines théories fumeuses qui fleurissent & I'occasion et qui affirment que la valeur de la somme
n'est pasl mais0.999999 .. .. Ne prétons pas plus d’attention a ces sottig£999999. . . est précisément
égalal; '« inachevé » ne vient pas de ce que la valeur de la somme n’edt paais de ce que les valeurs
des sommepartiellessont précisément cela : partielles.

9Et jamais atteinte : d’ol notre infiimachevé



parfait : on a gagré.
Les ordinaux sont construits avec un ordre naturel. La construction due a von Neu-
mann est la suivante :

Tout ordinal est I'ensemble des ordinaux qui le précedent.

(Rajoutons de plus que, réciproquement, tout ensemble formé d’ordinaux, de fagon que
tous les prédécesseurs d’'un ordinal de I'ensemble soient déja dans I'ensemble, est lui-
méme un ordinal.) Ainsi) = @ (aucun ordinal ne précédd)~= {0},2 = {0,1},3 =
{0,1,2},4={0,1,2,3},5={0,...,4}, etainsi de suite jusqu@a = {0,1,2,3,...}
('ensemble de tous les entiers naturels)} 1 = {0,1,2,...,w}, puis de méme
w+2=1{0,1,2,...,w,w + 1}, et ainsi de suite jusqu@2 = {0,1,2,..., w,w + 1,
w+2,...}, etencore ainsi de suite.

Fonctionnellement, les ordinaux servent a classffiss ensembles « bien ordon-
nés » : un ensemble bien ordonné est un ensemble totalement ordonné dans lequel il
n’existe pas de suite (infinie) strictement décroissante ; ou, ce qui revient au méme, un
ensemble ordonné dans lequel toute partie non vide a un plus petit élément.

Il faut alors concevoir les ordinaux (ou, ce qui revient au méme, les ensembles bien
ordonnés) comme des « échelles ». L'échelea aucun échelon. L'échellea un seul
échelon, qui est I'échelof. L'échelle 2 a deux échelong) et, au-desus de celui-ci,

1. L'échelle 3 rajoute un échelon & » au-dessus des deux échelons de I'échielle
L'échelle4 a encore un échelon de plus, app&l&’'échellew prolonge les échellds

1,2, 3, 4 et ainsi de suite : elle a un échelon pour chaque entier naturel, dans cet ordre ;
mais elle n'a pas de « dernier » échelon (tous les échelons portent le nom d’'un entier
naturel, et chacun a un suivant, donc il n'y a pas de dernier). L'éckellel rajoute

un nouvel échelon, nommég, a lafin de I'échellew (de sorte que maintenant il

un dernier échelon), et I'échelle + 2 rajoute encore un autre échelen 1 a la fin

de celle-ci. L'échellev2 est la superposition de deux copieswle 'une portant les
échelong), 1, 2 et ainsi de suite, et I'autre portant les échelons + 1, w + 2 et ainsi

de suite.

Pour gravir les échelons des échelles ordinales, on a le théoreme fondamental sui-
vant

Théoreme d’induction transfinie : Toute propriété possédée par un ordinal des
que tous ceux qui le précédent la possédent, est possédée par tous les rdinaux

(Ceci vaut pour les éléments de n'importe quel ensemble bien ordonné ; d’ailleurs,
cela peut servir a définir la notion de bon ordre.) Moralememiyssede la propriété
car il n'a pas de prédécesseurs (donc I'hypothése faite entraine immédiatement qu'il
doit avoir la propriété), puis la posséde cab la posséde, puid la possede cdb et
1 la possedent, et ainsi de suite pour tous les ordinaipér exemple, posséde la
propriété car tous les ordinaux finis, i.e. tous les entiers naturels, la possédent).

Notons que le théoréme d’'induction transfinie ne vaut paRspar exemple R
n'est pas bien ordonné) : en effet, la propriété& 0 est vraie pour un réel des qu’elle

10Ce qu'on a gagné, c’est le théoréme suivant, dit de Cantor-Bendixson : toute partie fémiede est
la réunion d’un ensemble parfait et d'un ensemble dénombrable.

113 isomorphisme unique prés, pour étre précis

120n recommande poliment de relire cette phrase une bonne dizaine de fois si on veut espérer la com-
prendre..



est vraie de tous les réels plus petits (en symbotess R((Vy < z(y < 0)) = (x <
0))), et pourtant elle n’est pas vraie de tous les nombres rRaisit pas une échelle :
on a beau « grimper » jusqua on ne peut pas « grimper » plus loin parce qu'il n'y a
pas de plus petit échelon ap@s

4 Jusqu’ou va-t-on (1) ? La taille de w,

En parlant de nombres finis, on a illustré en quelque sorte la taille tristrons
maintenant celle de; (et par la méme occasion expliquons ce que c’estgu’

Les premiers ordinaux, nous I'avons dit, sont les entiers natuirels 2, 3, 4, 5...
Aprés ceux-ci vient le premier ordinal infinij, qui est le plus petit ordinal supérieur
a tous les entiers naturels, et qui est aussi la lihide la suite qu’ils forment. Puis
viennent les successeursidsoitw + 1, w + 2, w + 3 et ainsi de suite. Aprés eux vient
w2 et ses successeurs + 1, w2 + 2, etc. Puis vienw3, et de méme on construit,
wbH et ainsi de suite (au niveau des échelles, cela revient a empiler des copies de

Le plus petit ordinal supérieur aux multiples.d’soit 40, w, w2, w3 et ainsi de
suite, s’appelles? : c’est précisément I'ordinal qui prolonge ceux-ci, ou encore, sous
forme d’échelle, la superposition decopies des. On devine qu'aprés? viennent les
w? 4wk + kg, aveck; etk des entiers naturels, comme on a déja construit. Répétant,
donc, exactement le chemin parcourwdew?, on va dev? aw?2. Puis en répétant de
nouveau ce chemin on va.&3, puis aw?4 et ainsi de suite. Comme toujours, « ainsi
de suite » signale I'apparition d’'un nouvel ordinal : c’est le plus petit ordinal supérieur
aw?k pour toutk, ses éléments sont exactementués, + wk, + ko (avecky, ki, ko
entiers naturels), et il se nommé. On devine qu’aprés le méme chemin conduisant
successivement@32, w33 et ainsi de suite, doit veniv*. Puis par le méme procédé
on construits®, w® et ainsi de suite.

Encore un « ainsi de suite », donc encore un ordinal : c&sEt encore une fois,
parcourirw fois le chemin (c’est-a-dir¢out le chemin) jusqu’a lui, conduit a«**
comme limite dev“2, w* 3, w*4, et consorts. Répétant ce procédé, on construit alors
w* T2, puisw¥t3 et tout ce qui suit jusqu’'a*2. Le lecteur perspicace aura compris
le procédé permettant d’arriver jusqu&?, w** et ainsi de suite, donc, logiqguement
wY .

Comme d’habitude, on n’a pas fini : on construit de méme, ', w’ et a
tous ceux-ci doit succéder~”. Par de semblables pérégrinations, toujours plus com-
pliquées, on arrive a entasser leen exposants, et de la il doit succéder un plus petit
ordinal supérieur &, w, w¥, w* , et ainsi de suite : il porte le nom dg (c’est encore
le plus petit ordinak tel quew® = «).

Evidemment, cela ne s’arréte pas la : donner un nom, c’est reconnaitre qu’on peut
aller plus loin. Donc aprés, doivent suivre tout une infinité assez compliquée d’or-
dinaux jusqu’as (c'est aussiv°“) puis eow (c’est aussiv=“”), et ainsi de suite
jusqu'as® (qui est aussi, au demeuramfo) Toutes sortes de chemins également trés
compllques meénent enswtes? (qui est aussueo) prEO et ainsi de suite jusqu’'a

. Avec des procédés semblables, on cons&gﬂm Le plus petit ordinal supérieur a

13dans un sens que nous ne préciserons pas



€0, 7 5300 et ainsi de suite, est aussi le deuxiéme plus petit ordinel quew® = «,
eton le nomme;.

On peut encore construieg, 3, et ainsi de suite. Leur limite est,, mais les,, ne
s'arrétent pas la, évidemment. Apf&sy, ¢.,, etc, on trouve un nouvel ordinal auquel
il faut donner un nom spéciajy : c'est le plus petit ordinak tel quee, = a.

On devine comment cela doit continuer : partant(ge+ 1, on construite¢, 41,
puise.. ., etainsi de suite jusqu'qy (le deuxieme ordinak tel quee, = «). Puis
de méme,, (3 et ainsi de suite jusqu'g,,, nettement plus loin vieng.,, encore
nettement plus loid,, et la limite de0, ¢, (¢, et ainsi de suite doit porter un nouveau
nom :7. On pourrait continuer I'alphabet grec comme ceci, mais évidemment il faudra
un jour imaginer unev-ieme lettre de I'alphabet grec, ung-iéme...

Arrétons la le massacre. On commence a voir jusqu’ou on peut aller. Tous les ordi-
naux que nous avons construits s’obtiennent a partinuie deux opérations : passer au
successeur (i.e. rajoutg), ou prendre la limite d’une suite d’ordinaux déja construits.
Tous ces ordinaux peuvent, en théorie du moins, se dessiner — c’est-a-dire qu'ils sont
semblables a une certaine partieRleOn les appelle les ordinaux « dénombrables »
(voir plus loin).

Quant awy, c'est I'ensemble de tous les ordinaux « ainsi construits », i.e. le plus
petit ordinal qui leur est supérieur (le plus petit ordinal non dénombrable). duedit
tativemeniplus grand que tout ce que nous avons décrit pour le moment. Par exemple,
il ne peut pas (par définition) s’obtenir par un procédé comme nous avons utilisé jus-
gu’a présent, i.e. prendre la limite d’une suite d’ordinaux plus petittoute suite a
valeur dansv; est bornée (c’est la une affirmation extrémement forte, qu'il est trés
difficile de concevoir intuitivement). D’autre partw; ne peut pas se représenter gra-
phiquement, contrairement a tous les éléments qui le constitilaniexiste pas de
w1-Séquence strictement croissante a valeurs rééllesde fonction strictement crois-
sante dev; vers les réels), parce que les réels sont « trop petits » pour contenir tout
D’une certaine fagon, on redonne raison a Zénon, mais pour un infini différent : s'il est
vrai que la fleche peut traversepositions consécutives avant d’'atteindre sa cible, elle
ne peut pas en traversey.

Malgré I'énormité devy, il est évident que les ordinaux ne s’arrétent pas la : dés
lors qu’on a donné un nomwy, admis comme une totalité considérable, c’est qu’on
est prét a aller plus loin (ne serait-ce que trivialement en rajodtant, ).

5 Interlude ; calculs dans les ordinaux

Nous nous attardons un peu plus longuement sur la maniéere dont on fait des calculs
(sommes, produits, puissances) d’ordinaux.

Il existe deux fagons de procéder aux définitions. L'une est inductive (c’est-a-dire
gu’elle se base sur le théoreme d’induction transfinie), I'autre utilise la structure d’ordre
sur les ordinaux.

14par exemple, si on imagine d’essayer de gravir une échelle dedailldés lors qu'on doit passer un
temps strictement positif sur chague échelon, on ne pourra jamais atteindre le sommet, méme au bout d’'un
temps infini — au sens de « infini comme les réels ».



Commencons par I'addition. Pour donner la définition inductive, on observe que
tout ordinal appartient a I'un des trois cas suivants : (a) il est nul, (b) il est le successeur
d’'un autre ordinal (c’'est-a-dire qu’il a un plus grand élément), ou (c) il est la limite
des ordinaux plus petits que lui. Par exemple}2 etw appartiennent a ces trois cas
respectivement. (Les ordinaux vérifiant (b) et (c) sont respectivement appelés ordinaux
successeurs et ordinaux limites.) Pour définir I'addition 3, ou« et 3 sont des ordi-
naux quelconques, on va la définir dans chacun de ces trois cag,mula supposant
définie pour les ordinaux plus petits — on dit qu’on procede par inductiof sur

— Sig =0alorsa + 8 = o + 0 = « par définition.

— SifB = v+1 estun ordinal successeur, on définit 3 = a+(y+1) = (a+v)+1

(ici, +1 désigne 'opération successeur).

— Sif = lim ¢, alors on définity + 5 = lim(a + §).

5<p 5<p

Parexemple2 +0 =2,24+1=2+(0+1) = (2+0)+1=2+1 = 3,
242=24+(1+4+1)=(241)4+1=3+1=4,etainside suite2 + w est la limite
de2,3,4,5,..., c’est donc encore une fois: on a2 + w = w. On remarquera que
I'addition sur les ordinaux n’est pas commutatiz+ w = w maisw + 2 > w.

La définition de I'addition ordinale utilisant la structure d’ordre est la suivante :
on construitee + G en mettant? au sommet der — c’est-a-dire formellement qu’on
ordonne leur union disjointe en rendant les éléments dhus petits que ceux de, et
on prend l'ordinal résultant de cet ordre. Graphiquement, on représentecdefoen
superposant une copie @& une copie de.

Pour définir la multiplicatiomy3, ou « et 5 sont des ordinaux quelconques, on
procéde de facon semblable a I'adition, donc par inductiorsur

— Sig =0alorsaf = a - 0 = 0 par définition.

— Sif = v+ 1 estun ordinal successeur, on défmit = a(y + 1) = (ay) + .

— Sig = lim 6, alors on définity3 = lim(ad).

6<pB <8

Parexemple2 x0=0,2x1=2x (0+1)=2x0+2=0+2=2,2x2=
2x(141)=2x1+2=2+2 =4, etainsi de suite2w est la limite de&, 2,4,6, . . .,
donc c’estv. De méme que l'addition, la multiplication n’est pas commutative : on a
2w =wmaisw2 =w+w > w.

La définition de la multiplication utilisant la structure d’ordre est la suivantg :
s’obtient en remplacant chaque ordinal constituapar une copie de;, dans I'ordre ;
autrement dit, formellement, on ordonne les couple®), ou~ est dansy et dans
0, par 'ordre lexicographique donnant le plus de poids a la deuxieme composante.
Graphigquement, cela signifie qu’on remplace chacun des échelons de I'gfdial
une copie compléete de l'ordinal.

Reste enfin I'exponentiation ordinale. La définition inductive est trés semblable a
celles que nous avons déja proposées :

— Sig = 0alorsa® = o = 1 par définition.

— Sif = v + 1 est un ordinal successeur, on définft= o’ *! = (a?) - a.

— Sig = lim 4, alors on définit® = lim of.

§<p 5<p

De méme que pour I'addition et la multiplication, or2‘éd = w car c’est la limite
de1,2,4,8,.... Tandis quev? est supérieur &. Par ailleurs, on prendra bien soin
de distinguer I'exponentiation ordinale que nous venons de voir de I'exponentiation



cardinalequi sera expliquée plus bas.

La définition utilisant la structure d’ordre est, en revanche, plus compliquée. L'en-
semble considéré est I'ensemble des familles, indicées,@avaleurs dang, et dont
« presque tous » les termes (i.e. tous sauf un nombre fini) sont nuls ; I'ordre est I'ordre
lexicographique qui donne le poids le plus important aux indices les plus élevés (dans
Q).

6 Linfini « désordonné » : les cardinaux

On a observé qué + w = w (rajouter un échelon a une échelleau débutde
I'échelle ne fait que décaler les échelons et ne change rien a la taille de la totalité) tandis
quew + 1 > w (rajouter un échelon a la fin change fondamentalement la structure de
I'ordinal). Ceci est d( a I'ordre qui existe suret sur les ordinaux en général. Toutefois,
si on « oublie » la notion d’ordre, alots+ 1 a le méme nombre d’éléments quécar
on peut prendre I'élément final et le mettre au début). De méme,?, w*, <, et tous
les autres ordinaux (infinis) constituant ne difféerent entre eux (et &) que par la
fagcon dont leurs éléments sont arrangés, pas par leur « nombre ».

Si on souhaite définir une notion de « quantité » qui prenne uniquement en compte
la taille des ensembles et pas leur ordre, il faut donc définir une nouvelle notion, diffé-
rente de celle d’ordinal. C’est la notion de cardinal.

On dira que deux ensemblésetY sontéquipotentdorsqu’il existe une fagon de
mettre en correspondance un & un leurs éléments : formellement, lorsqu'il existe une
application bijective deX versY (ou réciproquement, cela revient au méme). C'est
cette condition qui traduit le fait qu& etY ont « le méme nombre » d'éléments (le
« nombre » en question étant la notion de cardinal).

Par exemplew et w + 1 sont équipotents. Plus proche des ensembles auxquels
on est normalement habitué, I'ensembBle= w des entiers naturels est équipotent a
I'ensembleQ des rationnels.

On dit qu’un ensembl& estsubpotent un ensembl&” lorsqueX est équipotent
a une partie d& (ou, de fagon équivalente, lorsqu’il existe une fonction injective de
X dansY). Ceci traduit le fait qu&” aau moins autant’éléments queX. Le résultat
suivant fait tout I'intérét des notions introduites :

Théoréme de Cantor-Bernstein :Si X est subpotent & et queY est subpotent a
X alorsX etY sont équipotents. (La définition de ce théoreme est constructive — on
définit explicitement une bijection d€ versY pour témoigner de I'équipotence.)

D’autre part, le résultat suivant affirme que de deux ensembles il y en a toujours un
qui est au moins aussi gros que l'autre.

Théoreme de trichotomie de Zermelo Si X etY sont deux ensembles, alors soit
X est subpotent & soit Y est subpotent X (soit les deux a la fois, évidemment,
auquel cas par Cantor-Bernstefhet Y sont équipotents).

Le théoréme de trichotomie de Zermelo, a la différence du théoréme de Cantor-
Bernstein, n’est pas constructif : il faut faire un nombre infini de clgdour obtenir
une fonction dans un sens ou dans 'autre. Moralement, cependant, la construction est

15| e résultat utilise le postulat de la théorie des ensembles appelé Axiome du Choix.



trés simple : on choisit un élémeihtlansX et dansy” (si on ne peut pas, c’est que I'un

est vide, et le résultat est évident), puis on I'exclut et on recommence en choisissant
un élémentl dansX et dansY différent de I'élémend, et ainsi de suite sur tous les
ordinaux — comme on ne tombera jamais a court d’ordinaux, il faut bien qu’on finisse
par épuiser un des deux ensembles, et alors on a injecté celui-ci dans l'autre.

Les ordinauxw, w2, w?, £y et compagnie sont, comme nous I'avons signalé, tous
équipotents. On choisit de représenter leairdinal commun par le plus petit de ces
ordinaux, soitv. Lorsque celui-ci sert de cardinal, on le nStg(prononcer « aleph 0 » :
aleph est la premiére lettre de I'alphabet hébreu). Aidgiest le cardinal de tous les
ensembles équipotentsiaque I'on appellelénombrablesC’est le plus petit cardinal
infini (les cardinaux finis étant exactement les entiers naturels). En revanche, I'ordinal
w1 n'est plus dénombrable : c’est le plus petit ordinal non (fini ou) dénombrable, c’est
un cardinal que I'on not&;. Ainsi, 8, est le plus petit cardinal supérieuRkg.

De facon générale, uoardinal est un ordinals vérifiant la propriété qu'aucun
ordinal plus petit ne lui est équipotent. C'est donc lui (le plus petit de sa « classe
d’équipotence ») que I'on choisit pour la représenter.

On a définiX, (le cardinal dev) etR; (le cardinal dev;) ; de mémeR, est défini
comme le plus petit cardinal supérieuRg, et il correspond a un ordinal; (le plus
petit ordinal qui n'est pas subpotensa), et ainsi de suite. La limite,, des ordinaux
w,w1,ws,ws, . . ., est elle-méme un cardinal (ce qui, quand on y songe, est assez remar-
quable), que I'on note logiquemery,. Naturellement, tout cela peut continuer : pour
tout ordinala il existe un cardinak,, qui est lea-iéme cardinal infini (en comptant a
partir de0), et qui correspond & un ordinal nat§. Tout cardinal est de la formg,
pour un certainy (mais il se peut trés bien que= w,,, auquel cas la notation n’est pas
d’une utilité énorme ; le plus petit tel est la limite dew, w,,, w,,, et ainsi de suite).

On peut également définir une arithmétique sur les cardinaux. Faire la somme ou
le produit de deux cardinaux n’a pas vraiment d’intérét, car dés lors que I'un des deux
est infini, la somme (ou le produit) est simplement égale au plus grand des deux. De
méme, orpourrait définir une exponentielle sur les cardinaux qui coincide avec I'ex-
ponentielle ordinale, mais cela n’a aucun intérét, car c’est la méme chose que le produit
(ou la somme) sur les cardinaux infinis.

En revanche, il existe une exponentiati@rdinale qui possede un réel intérét : si
x et \ sont deux cardinaux, on définitt comme le cardinal de 'ensemble de toutes
les fonctions de\ vers . Par exemple2™° est le cardinal de 'ensemble de toutes
les fonctions d&N = w = X, dans2 = {0, 1}, c'est-a-dire le cardinal de toutes les
suites de chiffres binaire® pu 1), et c’est encore le méme cardinal que le cardinal de
I'ensemble des réels.

Un résultat fondamental sur I'exponentiation est donné par le théoréme suivant :

Théoreme de Cantor :Pour tout cardinak, on a2 > . Autrement dit, il n’existe
pas de facon d’associer a toute fonctifinc — {0, 1} un élément de: de sorte qu'a
deux fonctions distinctes soient associés des éléments distincts. En part®ulier,

R, c'est-a-dire qu'il y astrictemenplus de nombres réels que d’entiers naturels.

Démontrons ce résultat : supposons gu'il existe une fon@id¥ — & injective.

Ceci se litencore comme une fonctidnx xx — 2 = {0, 1}, dont on affirme que toute
fonction f: k — {0, 1} est de la formeb(«, -) pour un certainx € . Mais construi-
sons la fonctiorh: k — {0, 1} de la fagon suivantefi(«) = 0 lorsque® (o, o) = 1 et

10



vice versa. Sion avait = ®(«, -), on auraith(a) = ®(«, a), or c’est précisément le
contraire qui vaut ('argument diagonal dans toute sa splendeur).

Notamment, on voit qué® > ;. La question se pose donc de savoir si cette
inégalité est stricte ou large. Autrement dit, I'affirmation suivante est-elle vraie :

Hypothése du Continu : On a2® = X;. Autrement dit, toute partie d& est
soit dénombrable soit équipotentéRaAutrement dit, il existe une fonction; — R
bijective.

Cette question, formulée par Cantor, et restée inabordable pendant de nombreuses
années, a longtemps fasciné les mathématiciens. Hilbert I'a placée en premier sur sa
fameuse liste de 23 probléemes proposée au congres international des mathématiciens
en 1900. Nous savons maintenant qu’elleiedécidable: les logiciens Kurt Gédel et
Paul Cohen ont montré respectivement qu’elle était infalsifiable (1940 : il est impos-
sible de montrer que I'hypothése du continu est fausse) et indémontrable (1963 : il est
impossible de montrer que I'hypothése du continu est vraie).

On sait méme des choses beaucoup plus précise®'e sk R; est possible sans
étre nécessaire, il en va de méme de I'affirmation (qui la contr2idity= X, ou encore
de2®0 = N3, et ainsi de suite sur tous les naturels ; mé&fe = R, est possible,
ou2® = R, .o, ou encore plein d’autres choses. En revanehle,= R, n’est pas
possible, pour la raison simple q(@*o )Xo = 280 xRo — 9% tandis queR,, )N > X,
(inégalité laissée en exercice).

Ceci ne va pas sans poser quelques difficultés épistémologiques. Dans la mesure
ou la véracité de I'hypothése du continu ne peut pas étre décidée pdémunstra-
tion mathématique, sur quoi doit-on se fonder pour la juger ? Dans la \p&doniste
des mathématiques, il existe une vérité extérieure, dans laquelle I'hypothése du conti-
nue est soit vraie soit fausse, méme si la démonstration ne nous permet pas d'accéder
directement a cette vérité (en fait, la plupart des ensemblistes sont persuadés que « mo-
ralement » I'hypothése du continu est fausse etZjuedoit étre beaucoup plus grand
queXy, ouR,, ouX,  ou toutes sortes de choses de cette forme). Dans la Vizion
maliste en revanche, la question n'a pas de sens : il existe (au moins!) deux mondes
possibles, qui se valent, I'un dans laquelle I'hypothése du continu est vraie, et un autre
dans laquelle elle est fausse. C’'est a nous de décider, alors, quelles propriétés sur nos
objets mathématiques sont souhaitables pour ce que nous voulons en faire (heureuse-
ment, dans la pratique, la question de la véracité de I'hypothése du continu ne se pose
jamais).

Naturellement, on peut aussi définir :

Hypothése généralisée du Continu ©On a2%« = X, ; pour tout ordinak.

(On sait que I'hypothése généralisée du continu est irréfutable. Elle est évidemment
indémontrable, puisque déja la simple hypothése du continu I'est.)
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7 Interlude : la cofinalité des cardinaux

Nous avons signalé que toute suite a valeurs darest borné¥. En revanche, le
cardinalX,,, bien que supérieur &, ne vérifie pas la méme propriété : il existe des
suites a valeurs dans, qui ne sont pas bornées, par exemple la sujte; , ws, ws, . . .
qui converge précisément vers . Ceci est a mettre en regard du fait qRiest archi-
médéen (il existe une suite de réels, précisérfentqui converge vers-oo) bien que
son cardinal soit supérieur & celui Ne

Plus généralement, au lieu de considérer des suites, on peut considérer des
séquencesw, ), s, indicées par un ordinat quelconque. Siv est un ordinal limite,
on appellecofinalité de o et on notecf «, le plus petit ordinals tel qu'il existe une
B-séquence (qu'on peut supposer croissafig), s d’éléments dex qui converge
versa. On a évidemmentf « < «. Par ailleurs, il est facile de voir qué cf o = a.

Un ordinala tel quect o = « est appeléégulier. On montre alors facilement qu'il est
forcément un cardinal : on parle doncaledinal régulier; et, inversement, un cardinal
qui n'est pas régulier est appaiagulier.

Une facon équivalente de définir la cofinalité d’un cardinast la suivantecf « est
le plus petit cardinal tel quex puisse s’écrire comme somme de (strictement) moins
que) cardinaux tous (strictement) plus petits qu€Et la cofinalité d'un ordinal limite
guelconque est simplement la cofinalité de son cardinal.)

Ainsi, on acf Ry = N, ¢f Ny = Ry, cf Ny = N, et ainsi de suite — tous ces
cardinaux sont réguliers — maig X, = Nj : X, est le premier cardinal singulier.
Ensuite,X, 11, N, 12 et ainsi de suite sont de nouveaux réguliers, justiy'a qui est
singulier de cofinalit&,, de méme qu&,: ou X.,... Le premier cardinal singulier
ayant cofinalité indénombrable ast,, qui vérifiect X, = R;. De facon générale,
on acf X, = cf o dés quex est un ordinal limite (et siv est successeur alors, est
régulier). Quant au plus petit point fixe de la fonction- X, c’est-a-dire la limite de
R, Ny, Ry, etc, c’est un cardinal singulier de cofinalité (puisqu’on I'a construit,
précisément, comme la limite d’une suite strictement croissante).

8 Jusgu’ou va-t-on (Ill) ? Les grands cardinaux

Nous avons parlé d&y, Ny, X, et ainsi de suite, qui chacun s’obtiennent en prenant
le plus petit cardinal supérieur au précédent (on parle de cardinal successeur du pré-
cédent — méme si cette terminologie peut préter a confusion avec la notion d’ordinal
successeur). Leur limit&},,, n’est pas le successeur d’'un cardinal : on dit qu’il s'agit
d’'uncardinal limite En revanche, il est singulier, c’est-a-dire qu'il peut s’écrire comme
la somme de moins que lui cardinaux tous plus petits que lui (cf. section précédente).
Ce sont la les deux procédés de fabrication de cardinaux dont nous disposons :
prendre le successeur d'un cardinal déja construit, ou prendre la limite d’'une famille
strictement croissante de cardinaux déja construits, et dont le cardinal ne dépasse pas

18En réalité, une analyse approfondie montre que ce résultat dépend de I'Axiome du Choix — ainsi
d'ailleurs que notre présentation dg. Mais nous supposons tout du long que I’Axiome du Choix est
vérifié.
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le cardinal qu’on construit de cette facon. Inversement, un cardinal quim’sstces-
seurni singulier (c’est-a-dire qu’il esh la fois limite et régulier) est ditfaiblement)
inaccessible

Autrement dit, un cardinal (faiblement) inaccessible est un carditell que (i) si
A < k est un cardinal plus petit, il existe un cardindlentre les deux A < X < &,
et (ii) si (\,) sont des cardinaux tels que < « pour tout., et que le cardinal de
I'ensemble des est lui-aussi strictement inférieursaalors) A\, < k.

Un cardinal faiblement inaccessible est donc précisément un cardinal gu’on ne peut
pas obtenir par les procédés dont nous disposons. Par cela méme, il s’ensuit qu'on ne
peut pas démontrer qu'’il en existe. On ne peut méme pas démontrepeutdn exis-
ter. L'existence (ou la simple possibilité) d'un cardinal (faiblement) inaccessible est une
hypothése trés forte : elle permet, notamment, de conclure que la théorie des ensembles
ne contient pas de contradiction. Moralement, on est persuadé que les cardinaux (fai-
blement) inaccessibles existent (ou au moins « sont possibles » — mais dans la mesure
ou ils sont possibles, autant supposer qu'ils existent car ce serait sinon limiter de fagon
arbitraire la théorie des ensembles) ; mais on sait qu’on ne pourra pas le démontrer.

(Au sujet du mot « faiblement » : un cardiffrtement) inaccessiblest un cardi-
nal x qui est régulier, et qui est supérieu-apour tout\ < . En présence de I'hypo-
thése généralisée du continu, « faiblement inaccessible » et « fortement inaccessible »
coincident. Mais en son absence, il se peut fort bien que le catdindl continu soit
faiblement inaccessible — par définition il n’est pas fortement inaccessible.)

Au-dela des cardinaux inaccessibles, il existe bien d'autres types de « grands car-
dinaux ». Aprés les cardinaux « inaccessibles » viennent les cardinaux « hyperinacces-
sibles », qui sont en gros ceux auxquels on ne peut arriver ni par les opérations de suc-
cesseur ou de limite réguliere, ni méme par I'opération de prendredene cardinal
inaccessible : notamment, ssiest un cardinal hyperinaccessible, alersst lex-iéme
cardinal inaccessible. De méme, on peut définir les hyperhyperinaccessibles, et ainsi
de suite. Les cardinaux « Mahlo » dépassent de beaucoup les hyper(...)inaccessibles —
précisément, sk est un cardinal Mahlo, alors est hypef-inaccessible. Encore une
fois, on ne peut pas montrer I'existence (ni méme la possibilité) de cardinaux Mabhlo,
méme sachant I'existence de cardinaux inaccessibles (hyperinaccessibles, etc).

Il existe quantité de sortes de grands cardinaux. Il serait vain d’essayer d’en don-
ner un apercu au-dela des noms (inaccessibles, hyperinaccessibles, Mahlo, faiblement
compacts, mesurables, compacts, supercompacts, Shelah, Woodin...).

Au moins peut-on définir un cardinal mesurable : on appdtiafiltre sur un en-
sembleX un ensemblé/ de parties deX, non vide, ne contenant pas la partie vide,
stable par agrandissement et par intersections finies, et qui de toute paftimoadent
soit la partie soit son complémentaire. On dit que l'ultrafiltrecesbmpletiorsque de
plus il est stable par intersections dénombrables. Un exemple trivial est 'ensemble de
toutes les parties contenant un élémest X fixé — de tels ultrafiltres sont ditsrinci-
paux Le plus petit cardinal sur lequel il existe un ultrafiltrecomplet non principal est
appelé le plus petit cardinadesurablgs'il existe). Un tel cardinal est nécessairement
inaccessible, Mahlo (et méme beaucoup plus que ¢a).
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