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Probleme : On se pose la question de calculer le groupe de Galois (sur Q, pour fixer les
idées) d’une équation en ¢, ¢’est-a-dire du corps de décomposition d’un polyndme P(t) =
Q(t?), en supposant au moins connu le groupe de Galois de Q(u).

On supposera donc ) € Q[u] irréductible, et on définit alors P(t) = Q(¢?). On appellera
¥; (pour i € I) les racines de Q) et L = Q(4;) le corps de décomposition de () : pour chaque i
on fixe & une racine carrée de 9;, de sorte que = = {£¢;} est ’ensemble des racines de P et
E = Q(&) en est le corps de décomposition. On suppose connu au moins N = Gal(L/Q), et
on cherche a comprendre G = Gal(E/Q) dont N est le quotient par le sous-groupe distingué
H = Gal(E/L):
l1-H—-G—N-—1

Maintenant, tout élément 7 € H doit envoyer &; sur £&; (i.e., sur +&; ou —¢;), donc une
fois réalisé le choix des &; on a un plongement ®5: H < {41}/ envoyant 7 sur I’élément
e € {£1} tel que 7(&) = €.

Cherchons a prolonger ce plongement @ a un plongement de GG dans un groupe « connu ».
Pour cela, un élément o € NN peut se voir comme une permutation des 1J;, donc N opere (par
automorphismes) sur {+1} en envoyant (¢;) sur ((o *€);) = (€,-1(;)) (avec ’abus de notation
consistant a écrire o~ (7) pour le j tel que ¥; = o *(¢);)). Cette action incite 2 introduire le
groupe

®={+1} xN

(également noté {41} ¢ I) : en clair, il s’agit de ’ensemble des couples (¢,0) ol 0 € N et
e € {£1}!, avec le produit (¢/,0") - (¢,0) = (¢/(¢ * €), 0’c). Or a tout élément 5 € G on
peut associer un couple (¢, o) de la fagon suivante : premierement, 0 € N = Gal(L/Q) est
la restriction de 6 € G = Gal(E/Q) a L, deuxiemement, ¢ est choisi de sorte que 7(§;) =
€q(i) §o(i) (de nouveau, o (i) est un abus de notation pour le j tel que ¥; = o(¥;)). Appelons
®: G — & le morphisme en question : on voit facilement que
—® est un morphisme de groupes (en effet, si &, 6" € G alors 6’5 (;) = €/, ,U(i)ea(i)fg/g(i) =
5Z,a(i)§g/0(i) si €] = eleg1(j soite” = &' (0" x€));
—ce morphisme est injectif (son noyau est I’ensemble des & € G qui envoient chaque &; sur
lui-méme) ;
—il prolonge ®;: H — {41} déja défini (a condition d’identifier {1}’ 2 un sous-groupe
de & de la fagon évidente).
On peut résumer cela par le diagramme commutatif :

s

VSN
1 ——{&1}! & N 1

1

1 H G N 1

dont les lignes sont exactes et celle d’en haut est scindée par la fleche s: o — ((+1),0).
Moralité : On peut se permettre d’identifier G a son image (par ®) dans &, ce dernier étant
vu comme un groupe de couples formés d’une permutation o des ¥); (figurant dans N, c’est-a-
dire d’un automorphisme de L) et d’un choix de signes ¢ pour prolonger ¢ en ¢ ; le groupe &
peut se comprendre comme le groupe le plus général possible dans la situation considérée
(équation en 2 sur une équation de groupe N).
Attention cependant : ce n’est pas parce que I'extension 1 — {£1}! — & — N — 1
est scindée (par construction!) et que ® y plonge 1 — H — G — N — 1 que cette
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derniere est automatiquement scindée elle aussi (il n’y a pas de raison que I’image de /V dans &

tombe dans G, et ce n’est pas le cas en général comme le montre 1’exemple de Q(+/2 £ \/5)
pour lequel G = 7Z/47). En fait, la simple connaissance de H et de N ne permet pas de
retrouver G, il y a en général plusieurs extensions possibles (les exemples F = Q(1/2 £ v/2)
et £ = Q(1/2 £ +/3) ont tous les deux un groupe de Galois extension du méme sous-groupe
H < {#£1}? (a savoir {(+1,+1),(—=1,—1)}) par N = Z/27Z, et pourtant ils ne sont pas
isomorphes) : en général, il va falloir retrouver non seulement H mais aussi quels éléments de
& appartiennent a G (au-dessus d’un élément donné de V) ; si ’on préfere, trouver G revient
a trouver la section N — & /H définie par 1’'isomorphime N — G//H (le sous-groupe H est
distingué dans & puisqu’il est stable par conjugaison par tout élément de G mais aussi tout
élément de {£1}1).

Il y a un cas particulierement favorable : si H = {41}/ tout entier alors certainement
G = & tout entier (ne serait-ce que pour des raisons de cardinal) et il est donc completement
compris. C’est le cas par exemple si /{ contient un élément qui réalise un unique changement de
signe (&, — —&, et & — & pour tout ¢ # r) : en effet, dans ce cas, comme I’action de N sur [
est transitive (on a supposé () irréductible), on peut réaliser n’importe quel changement de signe
unique, donc n’importe quelle combinaison de changements de signes, i.e., H = {+1}. Plus
généralement, ¢’est le cas si H contient un élément ¢ tel que les o * ¢ engendrent {+1}. (Noter
qu’on n’a pas eu besoin de supposer P irréductible dans tout ¢ca : on I’obtient automatiquement.)

Pour trouver des éléments de H, les techniques usuelles sont applicables : si toutes les
racines de () sont réelles, la conjugaison complexe réalise un élément de H dont le nombre
de changements de signes est connu (c’est le nombre de racines négatives' de () ; de méme,
si () est scindé a racines simples modulo un nombre premier ¢, on obtient un élément de H
qui réalise un nombre de changements de signes égal au nombre de racines de ) (la réduction
modulo /) qui sont des résidus quadratiques modulo /.

On notera que dans le cas N = G, (avec d = deg () = #1), la seule chose pertinente a
retenir d’un élément de H est le nombre de changements de signes qu’il réalise, puisque ces
changements de signes peuvent étre reportés sur n’importe lesquels des &; (comme G, opere d
fois transitivement sur I).

Dans certains cas, au contraire, on cherche a prouver que H n’est pas {il}l tout entier.
Ceci peut se produire, par exemple, si || jes& € L pour un certain J C I, c’est-a-dire que
[1;c;¥; estun carré dans L : alors manifestement [ [;_;€; = +1 pour tout ¢ € H. En fait, en
voyant {+1}/ comme (Z/2Z)" et par de 1’algébre linéaire, montrer que H est plus petit que
(Z/27)" revient a montrer qu’il est contenu dans un hyperplan, noyau d’une certaine forme
linéaire, c’est-a-dire justement qu’il existe une partie J C [ telle que tout ¢ € H réalise
IT jes €5 = 1 etceci signifie précisément que [ | jeJ v; est un carré dans L. Un cas particulier
est celui ot J = [ et ou [] jer Uj (soit (—1)¢ fois le coefficient constant de Q) est un carré
dans L : dans ce cas, on sait d’emblée que H sera inclus dans {¢ : [[;c;&; = 1} ; mais cela
peut se produire pour deux raisons : soit | | el ¥, est un carré dans Q, auquel cas [ | jer&jest
invariant par G, donc tout (g,0) € G vérifie [| jer€; = 1 (onadonc bien G = H x N dans
ce cas) ; soit le produit [ | jer & appartient & L sans appartenir & Q, auquel cas o — 11 jer€j»>ou
(e,0) € G, définit un morphisme N — {+£1} non trivial, qui dans le cas N = &, ne peut étre
que la signature (et ceci conduit a des situationsou 1 — H — G — N — 1 n’est pas scindé
puisque I’image de NV dans & n’est pas dans (7).

(") A ce sujet, pour calculer le nombre de racines de négatives d’un polyndme, I’algorithme de Sturm-Liouville est particulié-
rement adapté.
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Quelques exemples

On va maintenant voir sur des exemples comment ces situations se produisent et par quelles
méthodes on peut prouver quel est exactement le groupe de Galois.

e Commengons par une situation dans laquelle G = & avec N = &, . C’est le cas, par
exemple, pour P(t) = &8 —2t° —8t*+17t*> — 5 : on vérifie que Q(u) = u* —2u® —8u*+17u—5
est irréductible avec pour groupe de Galois N = G, (c’est facile en réduisant modulo 2 et 3) ;
or () a toutes ses racines réelles et une seule est négative, donc la conjugaison complexe réalise
un 7 € H qui opere un seul changement de signe. D’apres ce qu’on a expliqué, ceci prouve
que le groupe de Galois G de P est {£1}* x &, (le plus gros possible pour une équation
biquartique), d’ordre 384.

e Donnons un exemple ol on a encore G = & mais cette fois avec N = 2, : on prend
Q(u) = u* — 8u® + Tu? + 5u — 3, dont le discriminant est Ag = 5892 et dont les réductions
modulo 2 (factorisable en degrés 1 4 3) et 7 (factorisable en degrés 2 + 2) montre qu’il a pour
groupe de Galois (4. Mais, de nouveau, () a quatre racines réelles dont exactement une est
négative, et ce qu’on a expliqué prouve qu’alors G = {+1}* x 2, comme groupe de Galois du
polyndme P(t) = t® — 8t® + 7t* + 5¢* — 3. Il a pour ordre 192.

e De méme, considérons Q(u) = u* — 8u® 4 18u? — 8u — 2. Ses racines sont 2+ /3 £ /3,
et son groupe de Galois [V est le groupe diédral du carré D, : pour s’en convaincre, on peut
réduire modulo 7 (c’est irréductible donc on a trouvé un 4-cycle dans le groupe de Galois)
et 11 (la réduction se fait en facteurs de degré 1 4+ 1 + 2, ce qui donne une transposition), et
comme /N n’est manifestement pas G, tout entier (car tout élément fixant v/ 3 + V/3 fixe aussi
—V/3 ++/3), c’est Dy. On pose P(t) = Q(t?) = ¢ — 8t6 4 18t* — 8> — 2 comme d’habitude :
puisque () a quatre racines réelles dont exactement une est négative, on a G = {+1}* x Dy,
d’ordre 128.

e Passons maintenant 2 un exemple ot H est plus petit, avec N = &,. Soit P(t) =
t8 — 45 — 8t* + 11t 49 : de nouveau, le groupe de Galois de Q(u) = u* —4u® —8u? + 11u+9
est N = G&,4. Mais cette fois, le coefficient constant, ¢c;g = 9, ¢’est-a-dire H?Zl ¥;, est un carré,
donc tout élément de H doit réaliser un nombre pair de changements de signes sur les &;.
Or () a quatre racines réelles dont deux négatives : ceci prouve que la conjugaison complexe
réalise deux changements de signes, et puisque N = G, (en particulier, il est 2-transitif) ces
changements de signes peuvent étre quelconques, et H est exactement le noyau — isomorphe
a{+}?—de {£1}* — {£1} envoyant ¢ sur H?:l £

Puisque H est plus petit que {+1}*, il n’est pas trivial a priori, sur ce dernier exemple,
que la suite exacte 1| — H — G — N — 1 est scindée. En fait, elle I’est, c’est-a-dire que la
surjection G — N admet une section : en effet, si ¢ € IV, on peut le relever en un élément de
G qu’on voit comme (g, 0) € &, et nécessairement € a un nombre pair de —1 vu que le produit
de tous les &; est un rationnel (3 ou —3 selon le choix des racines carrées, mais en tout cas
invariant par I’action de (5), donc ¢ appartient bien a H et on peut I’annuler, c’est-a-dire relever
o € Nen ((+1),0) € & (le point subtil étant que ce ((+1), o) appartient bien a G). On a donc
prouvé ici que le groupe de Galois G de P était H x G4 ot H < {+1}* est le sous-groupe des
quadruplets € dont un nombre pair vaut —1. Il a pour ordre 192.

e Pour comparer, donnons un exemple ou ’extension 1 — H — G — N — 1 n’est pas
scindée? : on prendra P(t) = t8+6t°—2t2—3. Le groupe de Galois de Q(u) = u*+6u®—2u—3
est G4. Modulo 103, la réduction () du polyndome () est scindée, ses racines sont 20, 34, 53

(*) L'exemple le plus simple, déja signalé, est t* — 4¢> 4 2 (racines &+/2 & /2) avec groupe G = Cy = Z/47Z : on
a H = {£1} I'unique sous-groupe d’indice 2 dans C4 (changement de signe simultané sur V242 et V2 -12) et
N = Gal(Q(v/2)/Q) = Cy, et I'extension 1 — H — G — N — 1 n’est visiblement pas scindée.
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et 93, et comme exactement deux de ces nombres sont des carrés (dans Z/103Z), il y a dans
H un élément réalisant deux changements signes, donc, par le méme raisonnement qu’avant
(&4 opere deux fois transitivement) n’importe quels deux changements de signes donc tout
nombre pair de changements de signes.

La différence avec le cas précédent et que cette fois ¢y = H?:l
dans Q : mais cpAg = 936, ot Ag désigne le discriminant de (), en est un. Donc H?:l 13
est un multiple rationnel de \/A_Q (et notamment il appartient a L). Ainsi, sioc € N = &,
est une permutation paire (de sorte que o(\/Ag) = \/Ag), ona a(I1; &) = 11, & pour tout
prolongement & de o a GG, ¢’est-a-dire que tout couple (£, 0) € & qui appartient a G doit avoir
un nombre pair de —1 dans ¢ et (comme précédemment) on en conclut que ((+1),0) € G;
en revanche, si o est impaire, on a ¢(] | ; &) = —11 ;&j» ¢’est-a-dire que tout couple (,0)
appartenant a G doit cette fois avoir un nombre impair de —1 dans e. Comme on sait qu’on a
aumoins (#H)(#N) > 8 x 24 = 192 éléments dans G et qu’on vient d’expliquer qu’il y en a
au plus %16 x 24 = 192, c’est le nombre précis. On a donc prouvé que G était le sous-groupe
de {£1}* x &, formé des couples (g, o) pour lesquels la parité (=signature) de o est égale a
la parité du nombre de —1 dans €. Et la suite 1 — H — G — N — 1 n’est pas scindée :
par exemple parce que chacun des huit antécédents d’un 4-cycle dans N = G, est d’ordre 8
dans G.

(On vient de donner trois exemples, t® — 8¢6 + 7t4 4+ 5¢2 — 3,8 — 410 — &t + 11t + 9 et
t® + 6t5 — 2t — 3, d’équations biquartiques dont le groupe de Galois est d’ordre 192, & savoir
dans {£1}* x &, les sous-groupes correspondant aux conditions que la seconde coordonnée
soit paire, que la premiere le soit, ou que les deux aient méme parité. Certainement ils sont
différents en tant que sous-groupes (d’indice 2) de {£1}* x &,. Mais on peut se demander
s’ils sont isomorphes en tant que groupes abstraits... il n’en est rien : dans le premier casily a
un sous-groupe distingué d’ordre 16, a savoir {+1}* = (Z/2Z)*, alors que les deux autres ne
I’ont pas ; dans le second cas il y a trois sous-groupes distingués isomorphes 2 (Z/27)3 alors
que le troisiéme cas n’en a qu’un — en revanche il a deux sous-groupes distingués isomorphes
au groupe des quaternions.)

e Pour donner un exemple avec H encore plus petit, prenons P(t) = t3+5t6 +7t1+41>—4
cette fois, Q(u) = u* + 5u® + 7u® + 4u — 4, qui a encore groupe de Galois N = &, est scindé
modulo 113 et P(t) s’y factorise comme produit de quatre facteurs quadratiques. Donc il y a
un élément (—1) (constamment égal a —1) dans H. En fait, il s’avere que H est effectivement
réduit a {11}, c’est-a-dire que chaque produit &,.&; avec r # s appartient en fait a L = Q(9;).
Une facon de le montrer serait de constater que le polyndéme R(t) = Hf fﬁ(ti&if ;£&;) dont

U; = —3 n’est pas un carré

les racines sont tous les £&; & §; £ &, pour une certaine combinaison de signes et {&;,&;, &}
une partie a trois éléments de {&,} (ce polyndome est donc de degré 32, c’est-a-dire en fait
de degré 16 en I’indéterminée t2), qui est a coefficients entiers puisque ce sont des polyndmes
totalement symétriques a coefficients entiers des racines de P, est séparable, et admet un facteur
Ro(t) = t® + 15t% + 30t* — 233t? — 49 de degré 8. Considérons 1’ensemble Z des ensembles
de trois racines de P dont la somme est racine de Ry : ce facteur nous donne donc une partie %
de cardinal 8 de I’ensemble des parties a trois éléments de = = {£¢, }, qui est invariante sous
I’action de GG : donc, donné trois indices © < 7 < k (il y a quatre choix possibles de tels indices,
et ils sont interchangeables par I’action de N = G,), il existe exactement deux choix (opposés)
des signes pour que {£¢;, £&;, £&,} € Z; or dans ces conditions, H ne peut pas étre plus
que {£1}, puisque I’action de H (comme de n’importe quoi dans ) doit préserver Z. Soit en
calculant précisément (numériquement, par exemple) quels triplets appartiennent a %, soit en
étudiant les sous-groupes transitifs d’ordre 48 de Gg et en excluant la possibilité {+1} x S,
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(car ¢g = H?Zl v; = —4 n’est pas un carré dans QQ), on peut prouver que dans ce cas G =
G Lo (TF3) agissant sur = comme F3, la relation ternaire % est donnée par {«a, 3,7} € Z lorsque
o+ 3+ v = 0 dans [F2, et la suite exacte non scindée 1 — H — G — N — 1 est simplement

e Le groupe de Galois N de Q(u) = u* — 7u? + 5u® + 2u — 2 est Dy (groupe diédral du
carré), et ses racines sont i(?i V174 /90 + 224/17 ) (ot les deux signes devant V17 sont les
mémes). En posant P(t) = Q(t*), on est de nouveau dans une situation olt coAg = (665 856)?
est un carré dans Q : on ne va pouvoir réaliser que des éléments (¢, 0) € & pour lesquels € a un
nombre de —1 de la méme parité que la permutation o ; seulement, cette fois, o vit dans N =
Dy, qui n’opeére pas deux fois transitivement sur © = {6, }, donc pour s’assurer qu’on réalise
bien tous ces éléments il ne suffit plus de trouver un seul élément réalisant deux changements
de signe quelconques... Par exemple, modulo 43, 1a réduction Q) de @ est scindée et P donne un
élément de H réalisant deux changements de signes, mais il faut encore constater que les deux
changements de signes se font sur des &; tels que les v; correspondants soient « adjacents »
pour la structure de carré impliquée par N = D, (si on préfere, ils correspondent a des choix
différents du signe 4++/17) : une fois cette observation faite, on obtient n’importe quels deux
changements de signes « adjacents » donc aussi deux changements de signes « opposés », donc
on a bien H d’indice 2 dans {41} égal aux € comportant un nombre pair de signes —1, et
G est le sous-groupe d’indice 2 de {&1}* x D, égal aux couples (g, o) pour lesquels € a un
nombre de —1 de la méme parité que la permutation o. L’ordre de G est 64.

e Pour finir, soit Q(u) = u* — 6u® + 2u — 1, dont le groupe de Galois est de nouveau D,
et dont les racines sont %(3 + /5 + /22 + 10\/3). La constatation intéressante est que, si
Y1, V9, U3, 9, sont dans I’ordre « adjacentes » pour la structure diédrale (c’est-a-dire que ¥, V'3
d’une part, et 5, 9, de I’autre, font les mémes choix de signe dans ++/5) alors 91195 est le carré
de (203 — 1193 — 69, + 3) = —2 £ /5 € L (et bien siir aussi de la méme expression avec
¥4 ala place de 1J,). Ceci prouve que si &; est (pour chaque 7) une racine de ¥J;, alors &,&5 € L
et bien sOr aussi £;¢, € L : donc H a quatre éléments, on peut effectuer des changements de
signes sur &; et {3 simultanément, et/ou sur &; et £, simultanément. Mais méme une fois connu
le sous-groupe H < {41}%, il reste (2 conjugaison pres) quatre sous-groupes (par ailleurs
abstraitement deux a deux non isomorphes) G, d’ordre 32, de & qui réalisent une extension
1 —- H — G — Dy — 1. On peut trouver auquel d’entre eux on a affaire en constatant,
par exemple, que le 0 € N = D, qui échange v et 9, en laissant ¢;, V3 fixes se releve en un
o € G qui échange &; et &4 tout en échangeant &3 et —&3 (dans les autres extensions de H par Dy
dans & les relevements de o réaliseraient par exemple des cycles & +— &4 — —&; — —&4 ou
bien laisseraient &, &3 tous deux fixes) ; or, de fait, o est réalisé par la conjugaison complexe

(si on appelle ¥ = (3 + /5 + v/22 + 10v/5)).



